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Введение

На конечной стадии эволюции пленочно-
го течения при малых и умеренных числах 
Рейнольдса 5 ≤ Re ≤ 100 поверхность плен-
ки покрыта многочисленными нелинейными 
трехмерными волнами хаотически взаимо-
действующими друг с другом. Здесь Re = q/ν, 
где q – объемный расход жидкости на едини-
цу ширины пленки, ν – кинематическая вяз-
кость жидкости. Исследования подобных ре-
жимов в настоящее время в литературе не 
представлены.

Теоретическое решение, описывающее 
уединенную стационарную подковообраз-
ную волну, похожую на наблюдаемые в экс-
перименте [1], впервые получено в работе [2] 
из рассмотрения уравнения Курамото – Сива-
шинского (КС), которое применимо для Re ~ 1. 
Из рассмотрения обобщенного уравнения Ку-
рамото – Сивашинского (оКС), которое со-
держит дополнительный член, учитывающий 
дисперсионные эффекты, и является продол-
жением КС на большие Re, предварительные 
данные по трехмерным волнам представлены 
в работе [3]. Согласно представленным ре-
зультатам, для вертикально стекающих пле-
нок жидкости существует несколько реше-
ний: одно в виде одиночной стационарной 

подковообразной волны, другие в виде мно-
гогорбой стационарной волны.

Экспериментальное изучение уединен-
ных трехмерных волн затруднено из-за ха-
отического взаимодействия волн между со-
бой. Другой трудностью является медленная 
эволюция естественных волн в трехмерные, 
из-за чего длина рабочего участка должна со-
ставлять по крайней мере несколько метров. 
Эту длину можно существенно уменьшить, 
разрушая внешними воздействиями возбуж-
денные регулярные двумерные волны. Такая 
методика применялась, например, в работе 
[4], в которой изучались некоторые харак-
теристики регулярных взаимодействующих 
подковообразных волн для Re = 10–100. Од-
нако взаимодействие волн существенно вли-
яет на их характеристики, что затрудняет ин-
терпретацию результатов, представленных в 
упомянутой выше работе. Альтернативный 
способ, позволяющий изучать характеристи-
ки детерминированных трехмерных волн на 
компактной экспериментальной установке, 
состоит в возбуждении этих волн точечным 
источником в верхней части безволновой 
пленки жидкости, где уровень естествен-
ных возмущений мал и пленку можно счи-
тать гладкой. Такой участок наблюдается для 
всех Re в верхней части пленочного течения. 
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Этот подход использовался в работе [5] для 
исследования эволюции возмущения на вер-
тикально стекающей пленке жидкости для 
умеренных Re.

Описание экспериментальной 
установки и методики измерений

Эксперименты проводились на верти-
кально закрепленной стеклянной пластине 
размером 20 см в поперечном направлении и 
30 см в продольном. Пленка жидкости фор-
мировалась при помощи щелевого распреде-
лителя с толщиной зазора ~ 0,2 мм (рис. 1).

Для регистрации локальной толщи-
ны пленки жидкости использовался метод 
лазерно-индуцированной флуоресценции 
(МЛИФ) [6]. В целом этот метод схож с ме-
тодом флуоресцентной визуализации (МФВ) 
[7] и заключается в  том, что локальная тол-
щина жидкости пропорциональна интенсив-
ности свечения флуорофора, растворенно-
го в малом количестве в рабочей жидкости, 
в каждой точке. В экспериментах исполь-
зовалась стандартная PIV (Partical Image 
Velocimeter) аппаратура с некоторыми мо-
дификациями для создания лазерного пучка 
без спеклов.

Для возбуждения флуоресценции исполь-
зовался двойной импульсный Nd:YAG лазер 
с длиной волны 532 нм, освещающий пло-
щадку размером 10 × 10 см, что обеспечива-
ет пространственное разрешение 0,1 мм. Для 
регистрации излученного флуорофором све-
та использовалась CCD камера, работающая 
в режиме двойного кадра, с фильтром ниж-
них частот (> 550 нм), который пропускает 
излученный флуорофором свет и отсекает 
излучение лазера. Данная аппаратура позво-
ляет измерять не только пространственное 
распределение толщины, но и мгновенную 
скорость быстро эволюционирующих волн. 
Камера и лазер располагаются с сухой сто-
роны пластины. Это позволяет минимизиро-
вать оптические искажения связанные с кри-
волинейной границей жидкость – воздух.

В качестве рабочих жидкостей использо-
вались водоспиртовый раствор со следую-
щими свойствами: плотность ρ = 931 кг/м3, 
кинематическая вязкость ν = 2,7*10–6 м2/с, по-
верхностное натяжение σ = 0,03 кг/с2, и во-
доглицериновый раствор с  ρ = 1 070 кг/м3, 
ν =2,15*10–6 м2/с, σ = 0,065 кг/с2. В качестве 
флуорофора использовался Родамин 6Ж, не 
являющийся сурфактантом, концентрация 

Рис. 1. Схема экспериментальной установки

Рис. 2. Пример образования волнового цуга (волна 
движется справа налево) для Re = 10 (водоглицери-

новый раствор): а – форма волны в верхней части ра-
бочего участка; б – сечение волны (а) в продольном 

направлении, проходящее через максимум волны; в – 
поперечный разрез волны (а), проходящий через мак-
симум волны; г – форма волны ниже по потоку; д, е – 
сечения волны (г), проведенные аналогично (б) и (в); 

ж – форма волны в виде цуга волн; з, и – соответству-
ющие сечения волны (ж)



5

которого в рабочей жидкости составляла 
~ 0,01 %. Трехмерные волны возбуждались в 
верхней части безволновой пленки жидкости 
коротким ударом (10–15 мс) тонкой струйки 
рабочей жидкости, формируемой соплами с 
диаметром выходных отверстий от 0,15 до 
0,25 мм. В ходе экспериментов энергия воз-
буждения (масса и скорость капли) варьиро-
вались в широком диапазоне значений.

В случае, когда в качестве источника воз-
буждающего излучения используется лазер, 
пленка жидкости освещается слабо расходя-
щимся пучком монохроматического света, 
это позволяет упростить процесс калибров-
ки и учета оптических искажений, связан-
ных с криволинейной свободной границей 
жидкость – воздух.

Калибровка проводилась в условиях экс-
перимента по плоскому слою рабочей жид-
кости известной толщины, который формиро-
вался на пластине при помощи специальной 
плоской пластинки из оптического стек-
ла. Предварительные исследования показа-
ли, что в этом случае яркость изображения 
J(x, y) и толщина пленки жидкости h(x, y) 
связаны следующим соотношением: 

J(x, y) = C(x, y) × [1 – exp(–α · h(x, y))] ×
× [1 + K(x, y) · exp(–α · h(x, y))] + D(x, y).

Здесь α – коэффициент поглощения возбуж-
дающего излучения в рабочей жидкости; 
K(x, y) – коэффициент отражения от свобод-
ной границы; D(x, y) – темновой уровень ка-
меры; C(x, y) – передаточная функция. Ко-
эффициент поглощения – характеристика 
рабочей жидкости и определяется незави-
симо от экспериментальных условий. Таким 
образом, при известном коэффициенте пог-
лощения, передаточная функция, необходи-
мая для восстановления толщины жидкости, 
определяется по плоскому слою заданной 
толщины. В наших экспериментах калибров-
ка проводилась по двум плоским слоям с су-
щественно разной толщиной (0,3 и 0,5 мм). 
Один из них использовался для определения 
передаточной функции, другой – для провер-
ки калибровки.

Основные погрешности в экспериментах 
связаны с шумом камеры и пространствен-
ным перераспределением интенсивности ла-
зерного излучения от вспышки к вспышке, что 
в условиях эксперимента приводит к ошибке 
в локальной толщине жидкости 3–5 мкм при 
толщинах жидкости 200–400 мкм. Дополни-
тельные погрешности связаны с температур-
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Рис. 3. Пример эволюции (обозначения аналогичные 
рис. 2) Re = 25 (водоспиртовый раствор)

Рис. 4. Пример поведения параметров волны, вышед-
шей на стационарный режим Re = 2,5 (водоспиртовый 
раствор): а – амплитуда волны; б – скорость, в – полу-
ширина в продольном направлении; г – полуширина в 

поперечном направлении
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ным дрейфом камеры во время продолжитель-
ных экспериментов (< 1 %) и с оптическими 
искажениями, связанными с перераспределе-
нием возбуждающего лазерного излучения 
при отражении от криволинейной свобод-
ной границы жидкость – воздух. Использо-
вание слабо расходящегося возбуждающего 
лазерного излучения позволяет посчитать, 
в рамках геометрической оптики, оптичес-
кие искажения, связанные с перераспреде-
лением возбуждающего и флуоресцентно-
го излучения под криволинейной границей. 
При вычислениях учитывалась зависимость 
коэффициента отражения от угла наклона 
свободной поверхности, а также пространс-
твенное перераспределение (фокусировки, 
расфокусировки) света в жидкости под кри-
волинейной границей. Зарегистрированная 
форма волны бралась за истинную, и прово-
дился расчет искажений. Исследование раз-
личных форм волн, зарегистрированных в 
эксперименте, показало, что основные иска-
жения всегда связаны с фокусировками под 
большими волнами на поверхности пленки, 
и для всех зарегистрированных волн искаже-
ния существенно меньше 1 %.

Результаты

Так же, как для случая малых 2,5 < Re < 5, 
для умеренных Re в случае относительно ма-
лых энергий возбуждения амплитуда началь-
ного возмущения быстро возрастает и обра-
зуется в волновой цуг, как показано на рис. 2 
(здесь и далее H – толщина пленки жидкос-
ти, обезразмеренная на толщину невозму-
щенной пленки жидкости). Тогда как в слу-
чае более высоких энергий возбуждения 
начальное возмущение трансформируется в 
уединенную подковообразную волну, зачас-
тую не стационарную, с ярко выраженным 
максимумом и капиллярным предвестником 
значительно меньшей амплитуды, пример 
такого сценария развития начального возму-
щения представлен на рис. 3. Наличие таких 
двух сценариев эволюции начального возму-
щения позволяет нам предполагать, что ста-
ционарные подковообразные волны могут 
быть возбуждены начальным возмущением 
только с энергией, большей некоторого по-
рогового значения.

При проведении экспериментов особое 
внимание уделялось поиску стационарных 
подковообразных волн. Предполагалось, 
что существуют такие условия возбуждения, 

Рис. 5. Форма стационарной волны Re = 3,9 (водо-
спиртовый раствор): а – форма волны (волна движет-
ся справа налево); б – продольное сечение, проходя-
щее через максимум волны; в – поперечное сечение 

волны, проходящее через максимум волны

Рис. 6. Форма стационарной волны Re = 10 (водогли-
цериновый раствор), обозначения аналогичны рис. 5

Рис. 7. Сравнение амплитуды и скорости 
зарегистрированных стационарных волн с теорети-

ческими значениями. Точки – водоспитровый раствор 
(Re = 2,2, 2,5, 3,9, 4,7), крест – водоглицериновый 

раствор (Re = 10)
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при которых начальное возмущение может 
трансформироваться в стационарную под-
ковообразную волну очень быстро (в преде-
лах рабочего участка). Поэтому энергия воз-
буждения изменялась в широком диапазоне 
значений. В качестве параметров, характе-
ризующих подковообразную волну, были 
выбраны следующие: амплитуда, скорость, 
полуширина на полувысоте (половина амп-
литуды волны) вдоль движения волны, полу-
ширина подковы на полувысоте в попереч-
ном направлении. Для каждого Re и каждой 
энергии возбуждения изучалось поведе-
ние этих параметров вдоль по потоку. Вол-
на считалась стационарной, если все 4 пара-
метра оставались неизменными, в пределах 
погрешности, на расстоянии не менее 3 ха-
рактерных продольных масштабов в нижней 
части безволновой плёнки жидкости. При-
мер поведения этих параметров вдоль потока 
для стационарной волны показан на рис. 4.

Стоит отметить, что в настоящее вре-
мя нет полного понимания области притя-
жения начального возмущения, форма ко-
торого существенно отличается от формы 
стационарной волны, к стационарному со-
стоянию в виде подковообразной волны. 
Наи более часто в экспериментах наблюда-
ется рост амплитуды и скорости подковооб-
разной волны вдоль по потоку, хотя иногда и 
очень медленный. Однако в некоторых экс-
периментах наблюдалась следующая карти-
на развития волны: 3 параметра, например 
амплитуда, скорость и продольная полуши-
рина, быстро достигали стационарного со-
стояния, тогда как четвертый параметр, в 
данном случае полуширина подковы, изме-
нялся очень быстро. Для указанного приме-
ра экспериментально были зарегистрирова-
ны как рост, так и уменьшение полуширины 
подковы. Таким образом, только при неко-
торых условиях эксперимента были заре-
гистрированы стационарные подковообраз-
ные волны, преимущественно для малых Re. 
Форма и сечения (продольное и поперечное) 
зарегистрированных в эксперименте стацио-
нарных подковообразных волн для малых и 
умеренных Re приведены на рис. 5 и 6.

Несмотря на отличие формы зарегистри-
рованных в экспериментах стационарных 
волн от теоретически предсказанной в [2], 

их амплитуда и скорость  для Re < 5 близ-
ки к теоретическим значениям (сплошная 
линия на рис. 7), полученным также в [2]. 
A – амплитуда волны, h0 – толщина невозму-
щенной пленки жидкости, C – скорость вол-
ны, а U = gh  / (2ν) – скорость поверхности 
невозмущенной пленки жидкости.

Однако для Re = 10 отличие от теоре-
тических значений существенное, по всей 
видимости, это связано с областью при-
менимости теории, в которой делается пред-
положение о малости амплитуды волн по 
сравнению с толщиной пленки жидкости, 
тогда как для указанного Re амплитуда вол-
ны приближается к толщине невозмущенной 
пленки жидкости.
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