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К ВОПРОСУ О КАЛОРИЧЕСКОМ УРАВНЕНИИ СОСТОЯНИЯ 

СМЕСИ ИДЕАЛЬНЫХ ГАЗОВ 
 

В качестве калорического уравнения состояния смеси идеальных газов предложено использовать эмпи-
рическую формулу для внутренней энергии, основанную на известных молекулярно-кинетических подходах. 
Формула позволяет с высокой точностью рассчитывать внутреннюю энергию и теплоемкость газовой смеси, 
компоненты которой состоят из одно- и двухатомных молекул. 

Ключевые слова: калорическое уравнение состояния, внутренняя энергия, смесь идеальных газов. 
 
 
Идеальный газ представляет собой теоре-

тическую модель, в которой пренебрегают 
взаимодействием между молекулами. По 
своим свойствам к этой модели близки разре-
женные реальные газы при температурах, да-
леких от температуры конденсации. Как пра-
вило, для описания идеального газа 
используют два уравнения состояния: терми-
ческое (уравнение Клапейрона – Менделеева) 

/ /p RTρ = μ  (1)

 
 

* Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследова-
ний (проект № 08-01-00347) и фонда Президента РФ по государственной поддержке ведущих научных школ 
(НШ-1886.2008.1). 
 
ISSN 1818-7994. ¬ÂÒÚÌËÍ Õ√”. –ÂрËˇ: ‘ËÁËÍ‡. 2009. “ÓÏ 4, ‚˚ÔÛÒÍ 1 
© ≈. –. œрÓıÓрÓ‚, 2009 
 
 
 
 

T

и калорическое (уравнение для внутренней 
энергии) 

1/( 1) /U R= γ − ⋅ μ . (2)
Здесь использованы следующие обозначе-
ния: p  – давление;  – плотность;  – тер-
модинамическая температура; 

ρ T
R  – газовая 

постоянная;  – молярная масса;  – эф-
фективный показатель адиабаты;  – 
удельная (на единицу массы) внутренняя 
энергия газа. Отметим, что  обычно опре-
делятся с точностью до аддитивной посто-
янной, зависящей от начала отсчета энергии. 
Если предположить, что эффективный пока-
затель адиабаты  не зависит от других 
термодинамических параметров 

μ γ
U

U

γ

constγ = , (3)
то идеальный газ называют совершенным 
газом [1]. 

Если в качестве независимых перемен-
ных выбрать удельный объем  и тем-
пературу , то между термическим и кало-

рическим уравнениями существует следую-
щая связь [1] 

1/v = ρ
T

T v

U pT p
v T

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

Отсюда следует, что при выполнении (1), 
находим  

0
T

U
v

∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
, . ( )U U T=

С учетом (2) это означает, что в общем 
случае эффективный показатель адиабаты 
для идеального газа также есть функция 
температуры ( ) . Tγ = γ

Как показывают практические расчеты 
условие (3) верно для одноатомного газа, а 
для многоатомного газа и смесей различных 
газов это условие справедливо лишь в узком 
температурном интервале. При этом всегда 
предполагается химическая инертность сре-
ды (молярная масса ). При проте-
кании в смеси равновесных химических ре-
акций уже следует писать:  и 

. 

 constμ =

( , )U U T= μ
( , )Tγ = γ μ

В целом ряде случаев, при выполнении 
(1), мы имеем 

/ ( ln / ln ) conp v Sc c pγ ≠ ≠ ∂ ∂ ρ ≠ st , 
где  и  – теплоемкости при постоянном 
давлении и объеме соответственно;  – эн-
тропия. Это означает, что применимость 
модели идеального газа шире, чем модели 
совершенного газа. Поэтому с методической 

pc vc
S
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и практической точек зрения целесообразно 
вместо (2) использовать иное калорическое 
уравнение состояния, которое, во-первых, 
должно быть пригодно для достаточно ши-
рокого спектра газов (газовых смесей) и 
широкого диапазона температур, а во-вто-
рых, должно обладать простотой и нагляд-
ностью. 

В настоящей статье на основе известных 
молекулярно-кинетических представлений 
получено простое выражение для внутрен-
ней энергии смеси идеальных газов, компо-
ненты которой состоят из одно- и двухатом-
ных молекул. 

Введем следующие обозначения. Хими-
ческий состав газовой смеси будем характе-
ризовать мольными долями ее компонен-
тов – zY , где индекс обозначает некоторый 
химический символ вещества компонента. 
Чтобы подчеркнуть, что компонент смеси 
состоит из -атомных молекул (в нашем 
случае  = 1, 2), будем использовать допол-
нительный индекс – . 

z

n
n

nz
Очевидно, что 1z

z
Y =∑ , и молярная мас-

са газовой смеси  может быть рассчитана 
через молярные массы 

μ

zμ  ее компонентов: 

z z
z

Yμ = μ∑ . Здесь суммирование проводит-

ся по всей совокупности компонентов , из 
которых состоит смесь. 

z

С учетом вышепринятых обозначений 
определим суммарные мольные доли одно-
атомных (

1

1

1 z
z

Y Y=∑ ) и двухатомных 

(
2

2

2 z
z

Y Y=∑ ) молекул в смеси. Тогда для них 

можно написать следующие соотношения: 
1 2 1Y Y+ = , , 1 22 / aY Y+ = μ μ (4)

где  – молярная масса газовой смеси при 
разложении всех молекул на атомы. Под-
черкнем, что  является константой даже 
при наличии химических реакций в замкну-
том объеме (без массообмена с окружающей 
средой). Отношение  определяет сред-
нее число атомов в молекуле. 

aμ

aμ

/ aμ μ

Из закона равнораспределения энергии 
по степеням свободы молекулы вытекает, 
что средняя удельная энергия молекул для 
любого компонента смеси определяется 
формулой 

/(2 )z z zU j RT= μ , (5)

где в к( 2п )z zj j j j= + +  – сумма числа по-
ступательных (  = 3), числа вращательных 
(

пj
вj ) и удвоенного числа колебательных ( кj ) 

степеней свободы молекулы. 
Одноатомные газы обладают только по-

ступательными степенями свободы (
1

в
zj  = 

= 
1

к
zj  = 0), поэтому для них 

1 1
3 /(2 )z zU RT= μ . (6)

В двухатомных газах даже при достаточ-
но низких (T = 100÷300 K) температурах 
число 

2

в
zj  уже равно своему классическому 

предельному значению – 2. При более высо-
ких температурах изменение числа 

2zj  про-
исходит только за счет возбуждения колеба-
ний атомов в молекуле (т. е. за счет 

2

к
zj ). 

Число 
2

к
zj  для двухатомных молекул бу-

дем описывать функцией [2] 

2

2 2

2

к /
( / )

exp( / ) 1
z

z z
z

T
j F T

T
Θ

= Θ =
Θ −

, 
 

(7)

где 
2zΘ – «характеристическая температура» 

возбуждения колебательных степеней сво-
боды. Отметим, что при 

2zT = Θ  имеем 
(1)F =  0,582. 
Таким образом, с учетом (5) и (7) полу-

чим следующее выражение для расчета 
внутренней энергии любого двухатомного 
компонента смеси: 

2

2

2 2

/
5 2

exp( / ) 1 2
z

z
z z

T RTU
T

⎡ ⎤Θ
= + ⋅⎢ ⎥

Θ − μ⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

(8)

Используя соотношения (8) для аппрок-
симации термодинамических данных для 
двухатомных газов [3; 4] в диапазоне 
T = 300÷5 000 K, можно оценить значение 

. Например:  
2zΘ

2HΘ ≈ 3 500 K, 
2OΘ ≈ 1 500 K,  

OHΘ ≈  3 500 K, 
2NΘ ≈  3 000 K,  

COΘ ≈  3 000 K  
(в индексе – химический символ вещества). 

Такой подход в дальнейшем позволяет 
для любого компонента смеси рассчитывать 
не только zU  (с точностью ∼ 3 %), но и его 
теплоемкости при постоянном объеме 

 и постоянном давлении , /v z zc dU d= T

, , /p z v z zc c R= + μ  (с точностью ∼ 5 %). Отме-
тим, что при 

2
/z T 1Θ =  величина 

2 2,z p zcμ  
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отличается от своего классического значе-
ния для двухатомных молекул – 9/2R менее 
чем на 2 %. 

Если ввести эффективное (одно для всех 
двухатомных компонентов) значение харак-
теристической температуры 

2 2

2

2 2/z z
z

Y YΘ = Θ∑ , 

тогда с учетом (5)–(8) удельная внутренняя 
энергия  газовой смеси определяется вы-
ражением 

U

1
z z z

z
U Y= ⋅ μ =

μ ∑ U  

 
1 1 1 2 2 2

1 2

1
z z z z z z

z z
Y U Y U

⎛
= ⋅ μ + μ =⎜⎜μ ⎝

∑ ∑
⎞
⎟⎟
⎠

 

 2
1

2

/3 5 2
exp( / ) 1 2

T
2

RTY
T

⎧ ⎡ Θ⎪= + +⎨ ⎢ Θ −⎪ ⎣⎩
Y
⎫⎤ ⎪
⎬⎥ μ⎪⎦ ⎭

. 

 
 
 
 
 
 

(9)

Используя (4) и преобразуя (9), получаем 
искомое калорическое уравнение состояния 
смеси идеальных газов 

2

2

/1 1
2 exp( / ) 1a a

T RTU
T

⎡ ⎛ ⎞ Θμ μ
= + + −⎢ ⎥⎜ ⎟μ μ Θ −⎝ ⎠⎣

⎤
μ⎦

μ

. 

(10) 
Если в газовой смеси химических пре-

вращений нет, тогда ( )U U . В противном 
случае, внутренняя энергия, как говорилось 
выше, является уже функцией двух пере-
менных: . Заметим, что при на-
личии химических реакций уравнение (10) 
описывает только термодинамическую часть 

 полной внутренней энергии 
, которая включает в себя и 

химическую составляющую . 

T=

( , )U U T=

thU

th chU U U∑ = +

ch constU ≠
Для демонстрации точности (10) прове-

дены расчеты (рис. 1, кривая 1) для воздуха 
при T = 300÷2 000 K, когда процессами дис- 

 

 
 

Рис. 1. Зависимость  для воздуха ( )U T

социации молекул можно пренебречь. Пола-
гали, что воздух имеет следующий химиче-
ский состав: 0,78 N2 + 0,21 О2 + 0,01 Ar. 
Иначе говоря, соответствующие мольные 
доли компонентов zY  имели следующие 
значения: для азота – 0,78; для кисло-
рода – 

2NY =

2OY =  0,21; для аргона – ArY =  0,01. 
Для этой газовой смеси  0,029 кг/моль, μ =

/ aμ μ  = 1,99 и 2Θ = 2 660 К. Еще раз отме-
тим, что значения параметров , , μ / aμ μ 2Θ  
в уравнении (10) могут меняться только при 
изменении химического состава смеси. 

Точками на рис. 1 обозначены справоч-
ные термодинамические данные [4], кото-
рые практически совпадают с кривой 1 (от-
личие ∼ 1 %). Здесь же приведены расчеты 
U по модели совершенного газа (кривая 2) 
при  = 1,4 (как для воздуха при нормаль-
ных условиях). В этом случае погрешность 
расчетов внутренней энергии может дости-
гать 20 % и выше, особенно в области высо-
ких температур. 

γ

Дополнительные расчеты показали, что 
если изменять мольную долю любого ком-
понента в рассмотренной смеси даже в    
самых широких пределах ( 0 ), то 
точность уравнения (10) в заданном темпе-
ратурном интервале практически не меняет-
ся. Отличие рассчитанных по (10) значений 

 от значений внутренней энергии смеси, 
полученных с использованием справочных 
термодинамических данных [4], всегда со-
ставляло не более 3 %. Этот результат инте-
ресен тем, что с помощью одного модельно-
го уравнения (10) можно с достаточной для 
практики точностью рассчитывать  в ши-
роком диапазоне температур и концентра-
ций веществ, входящих в газовую смесь.     
И при этом нет необходимости постоянно 
обращаться к справочным табличным дан-
ным, что является важным, например, при 
численном моделировании газодинамиче-
ских течений в среде с переменным химиче-
ским составом. 

1zY≤ ≤

U

U

С помощью (10) можно также опреде-
лить зависимости удельных теплоемкостей 

 и  от температуры: vc pc

1 1
2v a a

dUc
dT

⎧ ⎛ ⎞μ μ
= = + + −⎨ ⎜ ⎟μ μ⎝ ⎠⎩

×  
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2

2
2

2

/ exp( / ) ,
exp( / ) 1

/ ,p v

T RT
T

c c R

⎫⎡ ⎤Θ ⎪× Θ ⎬⎢ ⎥Θ − μ⎣ ⎦ ⎪⎭
= + μ

⋅

v

R

 

и вычислить соответствующие молярные 
теплоемкости: 

v vC c= μ , . p pC c= μ (11)

Для демонстрации точности (11) выпол-
нены расчеты  (рис. 2), а также отноше-
ния теплоемкостей /  (рис. 3) для      
воздуха  при  T = 300÷2 000 K,  и  проведено  

pC

pC C

сравнение со справочными термодинамиче-
скими данными [4] (точки на рис. 2 и 3). 
Видно, что расчетные зависимости не толь-
ко качественно, но и количественно (с точ-
ностью порядка 2 %) описывают изменение 
теплоемкости  и отношения теплоемко-
стей  в зависимости от температуры. 
Отметим, что в рамках модели совершенно-
го газа при  = 1,4 имеем:  и 

pC

vp CC /

γ 2,5vC R=
3,5pC = , которые значительно отличаются 

от реальных значений теплоемкостей осо-
бенно в области высоких температур. 

 
 
 

 
 

 
Рис. 2. Зависимость ( )  для воздуха pC T

Рис. 3. Зависимость отношения теплоемкостей /p vC C  
и эффективного показателя адиабаты γ  

от температуры 
 
 
 
Используя (2) и (10), можно оценить зна-

чения эффективного показателя адиабаты 

1

2

2

( ) 1

/1 1
2 exp( / )a a

T

T
T

−

γ = γ = +

⎡ ⎛ ⎞ Θμ μ
+ + + −⎢ ⎜ ⎟μ μ Θ −⎝ ⎠⎣

.
1
⎤
⎥
⎦

st

 

Зависимость ( )  для сравнения так-
же приведена на рис. 3. Этот рисунок на-
глядно демонстрирует, что 

Tγ = γ

/ conp vC Cγ ≠ ≠ , 
и использование модели совершенного газа 
для широкого диапазона температур весьма 
проблематично. 

Таким образом, получено калорическое 
уравнение состояния (10), которое позволя-
ет с высокой точностью и в широком диапа-
зоне температур рассчитывать внутреннюю 
энергию и теплоемкость смеси, состоящей 
из одноатомных и двухатомных идеальных 
газов. 

В заключение отметим, что существуют и 
другие подходы, правда, менее строгие (см., 
например, [5; 6]), позволяющие обобщить эту 
модель на случай, когда при наличии обрати-
мых химических реакций в газовой смеси 
возможно появление трехатомных молекул. 
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E. S. Prokhorov 

ON THE PROBLEM OF CALORIC EQUATION OF STATE OF A MIXED IDEAL GAS 
 

As a caloric equation of state of a mixed ideal gas it has been suggested to use the empirical formula for the inter-
nal energy derived from the known molecular-kinetic approaches. The formula allows to calculate with high degree 
accuracy the internal energy and the heat capacity of a mixed gas with components involving only mono- and dia-
tomic molecules. 
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