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НЕЛИНЕЙНАЯ СТАДИЯ 
АЛЬФВЕНОВСКОЙ ИОННО-ЦИКЛОТРОННОЙ НЕУСТОЙЧИВОСТИ * 

 
В работе рассмотрена модель, описывающая состояние нелинейного насыщения альфвеновской ионно-

циклотронной неустойчивости. Представлены точные спирально-симметричные решения системы уравнений 
Власова – Максвелла, описывающие нелинейные альфвеновские волны в бесстолкновительной плазме. На их 
основе получено уравнение, описывающее ионную функцию распределения для задачи о нелинейном равновесии 
слабостолкновительной плазмы с волной при наличии однородной инжекции быстрых ионов с учетом торможе-
ния ионов на электронах и в пренебрежении столкновительным рассеянием. Аналитически получено решение 
этого уравнения и связь параметров волны с параметрами инжекции в случае бесконечно узкого распределения 
инжектируемых ионов по скоростям.  

Ключевые слова: плазма, насыщение альфвеновской ионно-циклотронной неустойчивости, нелинейная альф-
веновская волна. 

 
 
Введение 
 
В анизотропной плазме при определен-

ных условиях возникает альфвеновская 
ионно-циклотронная неустойчивость. Не- 
устойчивость экспериментально наблюда-
лась в открытых ловушках (на установке 
TMX [1], в компактном пробкотроне ГДЛ 
[2; 3]) и в магнитосфере [4]. В эксперименте 
обычно наблюдается стадия нелинейного 
насыщения, представляющая собой узкий 
спектр волн, поле которых вращается в на-
правлении циклотронного вращения ионов  
с частотой, близкой к ионно-циклотронной. 
Большая часть теоретических работ, касаю-
щихся альфвеновской ионно-циклотронной 
неустойчивости, посвящена изучению усло-
вий возникновения неустойчивости (см., 
например: [5; 6]). Нелинейная стадия рас-
сматривалась в рамках численного решения 
квазилинейных уравнений [5] и детального 
численного моделирования [4]. 

В настоящей работе развит подход, по-
зволяющий значительно продвинуться в 

аналитическом описании стадии нелинейно-
го насыщения. Экспериментально наблю-
даемое нелинейное равновесие волны с 
плазмой приближенно обладает спиральной 
симметрией, которая означает, что любой 
сдвиг в пространстве или времени эквива-
лентен некоторому повороту вокруг направ-
ления внешнего магнитного поля. Поэтому 
первый этап работы заключается в нахож-
дении точных нелинейных решений систе-
мы уравнений Максвелла – Власова, обла-
дающих спиральной симметрией. Такие 
решения содержат произвольные функции, 
соответствующие произвольному заселению 
поверхностей постоянных интегралов дви-
жения. Произвольность заселения устраня-
ется при учете медленных процессов пере-
распределения, связанных с инжекцией 
ионов и столкновениями. Получено уравне-
ние, описывающее это перераспределение с 
учетом торможения ионов на электронах и в 
пренебрежении столкновительным рассея-
нием. Приведены результаты решения урав-
нения для случая, когда поле волны конеч-
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ное, но много меньше внешнего поля, а час-
тицы инжектируются с нулевым разбросом 
по скоростям. 

Нужно отметить, что в практически ин-
тересных случаях внешнее магнитное поле 
не однородно, а плазма является простран-
ственно ограниченной. Эти факторы нару-
шают спиральную симметрию решений.  
Поэтому решения, получаемые при исполь-
зовании развитого в настоящей работе под-
хода, нужно рассматривать как исходное 
приближение для описания стадии нелиней-
ного насыщения неустойчивости, требую-
щее уточнения с учетом факторов, нару-
шающих симметрию. 

 
Точные  
спирально-симметричные решения  
уравнений Максвелла – Власова 
 
Рассмотрим движение заряженной час-

тицы в поле циркулярно поляризованной 
волны с частотой ω и волновым вектором 

k


, распространяющейся вдоль однородного 

магнитного поля 0B


. Эта задача рассматри-
валась во многих работах (см., например,  
[7; 8]. 

Векторный потенциал имеет вид 

0 1 1cos sinA A A b A= + Ψ − × Ψ
   

, (1) 

где 0 0 yA xB e=
 

 – потенциал однородного 

постоянного магнитного поля; kz tΨ = − ω  – 

фаза волны, b


– единичный вектор вдоль 

оси z, 1 1 xA A e=
 

, и гамильтониан для частиц 
сорта s 
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Электрическое и магнитное поля обла-
дают спиральной симметрией: не изменяют-
ся при одновременном сдвиге вдоль оси z на 
δz и повороте в плоскости x, y на угол kδz. 
Кроме того, в задаче имеются еще три вида 
симметрии: к сдвигу относительно осей x и 
y, а также в системе отсчета волны – отно-
сительно сдвига по времени. Таким обра-
зом, имеются четыре интеграла движения. 
Переходя с помощью канонических преоб-

разований к переменным, являющимся ин-
тегралами движения (аналогично [7]), мож-
но получить следующий гамильтониан: 
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(3) 

Здесь 2/3| |s cs w tτ = Ω  – перенормированное 
время; Ys, pys, αs – интегралы движения, 
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1 0| | / | |w kA B=  – отношение магнитного по-
ля в волне к величине внешнего магнитного 
поля, Ωcs – циклотронная частота для части-
цы сорта s, 1 1/ | |ws s ss e A e A= . В пределе 
w → 0 Ms пропорционально магнитному 
моменту частицы, а kz tΦ = θ + − ω , где θ – 
фаза ларморовского вращения. 

Рассмотрим теперь систему уравнений 
Власова – Максвелла для волны вида (1) в 
однородной бесстолкновительной плазме. 
Задача содержит спиральную симметрию: 
при сдвиге вдоль оси z все вектора повора-
чиваются в плоскости x, y на один и тот же 
угол. Учтем это, введя новые скорости 

|| cos sinV bv v b v⊥ ⊥= + Ψ + × Ψ
   

. В результате 

из уравнения для векторного потенциала 
получим 

2 2 2
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где || cos sin ,J bj j b j⊥ ⊥= + Ψ + × Ψ
   

 j


 – ток, 

создаваемый частицами плазмы. 
Решением уравнения Власова является 

произвольная функция от интегралов дви-
жения αs и Hs гамильтониана (3), поэтому  
в качестве функций распределения  
электронов и ионов выберем функции 

[ , ]e e e eF F H= α  и [ , ]i i i iF F H= α . Подставив 
их в уравнение (4), учитывая квазинейт-
ральность плазмы и равенство нулю сум-
марного импульса частиц плазмы, получим 
выражения, определяющие частоту, волно-
вой вектор и амплитуду волны: 
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есть среднее по функции распределения 
сорта s от величины G. 

Первое уравнение в (5) является следст-
вием квазинейтральности плазмы и отсутст-
вия продольного тока (z – компонента урав-
нения (4)), второе вытекает из равенства 
нулю продольного импульса плазмы, 
третье – из x-компоненты уравнения (4). 

Точные нелинейные решения, соответст-
вующие вистлерам и альфвеновским вол-
нам, также рассматривались в [9–11]. 

 
Модель плазмы с инжекцией 
 
Рассмотрим плазму в однородном маг-

нитном поле, в которую инжектируются бы-
стрые нейтралы. Возникающие в результате 
ионизации и перезарядки ионы медленно 
тормозятся на электронах. Будем считать, что 
ионы с питч-углом, меньшим угла θL, исчеза-
ют (модель конуса потерь). Также ионы теря-
ются из-за перезарядки. Кинетическое урав-
нение для ионов можно записать в виде 

{ , }
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H f
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p f S p p f
p

→ → →
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(6) 

Здесь Hi – гамильтониан (2), источник S 
описывает инжекцию, vie – обратное время 
торможения, vch – частота перезарядки, vL 
отлично от нуля только в конусе потерь. Бу-
дем считать столкновения и перезарядку 
редкими, ~ie ch ciν ν << Ω . 

Перейдем в уравнении (6) к переменным 
гамильтониана (3). В нулевом приближении, 
когда 0== chie νν , получим бесстолкнови-
тельное уравнение Власова, решением кото-
рого является функция от α и H. 

В нулевом приближении переменные H  
и α не зависели от времени. Столкновения 

приводят к постепенному уменьшению 
энергии частицы и медленному (по сравне-
нию с изменением переменных M и Φ ) из-
менению H и α. Чтобы выделить это мед-
ленное изменение, представим решение  
в виде  

[ , ]i i if F H f= α + δ , 

где среднее по времени 
___

0ifδ =  и 

~ ( / )i ie ci if Fδ ν Ω . Поскольку функция ifδ  
даст вклад в плотность тока, в векторном 
потенциале появится добавка 

0A A A= + δ
  

, ~ ( / )ie ciAδ ν Ω


, 
из-за чего появятся дополнительные слагае-
мые в гамильтониане 
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где 1 0H = . Усреднив уравнение по периоду 
движения и отбросив квадратичные по 

ciie Ω/ν  слагаемые, получим уравнение для 

функции [ , ]iF H α : 
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Здесь M  и 2M  – среднее за период от M и 
M 2 при заданных α и H. 

На плоскости H, α инжектируемым час-
тицам соответствует линия инжекции 
H = Hinj[α]. Источник задается на этой линии 

как функция [ ]S α . В области между линией 
инжекции и конусом потерь решение урав-
нения (7) может быть записано в виде 
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exp 3 ,
[ [ ], ]
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A h
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∨
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  ν α × − −  ν  α α 
  

где функция [ ]h
∨

α является решением урав-
нения характеристик 
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Здесь injα  – координата точки пересечения 

характеристики, проходящей через точку 
(H, α), с линией инжекции H = Hinj[α], 

inj inj[ ]h h
∨

= α . Видно, что αinj является функ-

цией α и H. 
В общем случае M и M 2 являются опре-

деленными интегралами, содержащими H и 
α в качестве параметров, и уравнение харак-
теристик (8) не решается аналитически. Ес-
ли отношение магнитного поля в волне к 
величине внешнего магнитного поля мало 
(что справедливо в типичных условиях экс-
периментов [1]), то можно разложить M  и 

2M по малому параметру w и найти реше-
ние уравнения характеристик. Подставив 
полученную таким образом функцию рас-
пределения в соотношения (5), можно полу-
чить связь между параметрами волны, нахо-
дящейся в равновесии с инжектируемыми 
ионами, и параметрами инжекции. 

В случае строго поперечной инжекции с 
нулевым разбросом по скоростям из этих 
соотношений и уравнения (8) следует 

5/4( )
ch

B
ie

w F
k ⊥

 νβ=  νρ  


, 

1 ch

ci ie

w
F

k
ω

⊥

 νω = − +  Ω νρ  
, 

(9) 

где inj inj

2
0

8 i

ie

E J n

B

π
β =

ν
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отношения давления плазмы к давлению 
магнитного поля, ⊥ρ  – ларморовский ради-
ус инжектируемых ионов, Einj – их энергия, 
Jinj – число инжектируемых ионов в единицу 
объема. Функции, входящие в выражения 
(9), определяются следующим образом: 
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,  

(штрих означает )1/()1(' −+= yyy , E и K – 
полные эллиптические интегралы). 

При подстановке одно из уравнений в (5) 
обратилось в тождество. Это связано с тем, 
что в данной модели могут существовать 
волны с любым волновым числом. Если ис-
кать волну с максимальной амплитудой,  
то нужно выбирать как можно меньшие k.  
В данной модели с пространственно неогра-
ниченной плазмой волновое число может 
быть сколь угодно мало, однако реальная 
плазма ограничена, и длина волны опреде-
ляется геометрией задачи. 

 
Заключение 
 
В работе рассмотрена модель, описы-

вающая состояние нелинейного насыщения 
альфвеновской ионно-циклотронной неус-
тойчивости. С использованием точных спи-
рально симметричных решений системы 
Власова – Максвелла, соответствующих не-
линейным альфвеновским волнам, получено 
уравнение для ионной функции распределе-
ния в задаче о нелинейном равновесии сла-
бостолкновительной плазмы с волной при 
наличии однородной инжекции быстрых 
ионов. В рассмотренной задаче учитывается 
торможение ионов на электронах и пренеб-
регается столкновительным рассеянием. 
Приведены результаты аналитического ре-
шения уравнения для случая, когда поле 
волны конечное, но много меньше внешнего 
поля, а частицы инжектируются с нулевым 
разбросом по скоростям. 

Решения, получаемые при использовании 
развитого в работе подхода, могут рассмат-
риваться как исходное приближение для 
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теоретического анализа практически инте-
ресных задач о нелинейном насыщении не-
устойчивости в ловушках с неоднородной 
слабостолкновительной плазмой и оценки 
степени опасности неустойчивости для 
удержания плазмы. 
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Yu. A. Tsidulko, I. S. Chernoshtanov 
 

NONLINEAR STAGE OF ALFVÉN ION-CYCLOTRON INSTABILITY 
 

A model describing nonlinear saturated state of Alfvén ion-cyclotron instability is presented. Spirally symmetric exact 
solutions of Vlasov – Maxwell equations describing nonlinear Alfvén waves in collisionless plasmas are presented. On 
their basis the equation describing ion distribution function in non-linear equilibrium of a weak-collision plasma with the 
wave is obtained, taking into account an uniform fast ion injection, ion drag caused by electrons and neglecting ion angle 
scattering. A solution of this equation and relations of the wave parameters with the injection parameters are obtained 
analytically in the case of the infinitely narrow velocity distribution of the injected ions. 

Keywords: plasma, Alfvén ion cyclotron instability saturation, nonlinear Alfvén wave. 


