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ТЕРАГЕРЦОВАЯ ТОМОГРАФИЯ НИЗКОКОНТРАСТНЫХ ОБЪЕКТОВ: 
АЛГОРИТМЫ И ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИЗМЕРЕНИЯ 

* 

 
В работе проведено численное моделирование получения томографических проекций и разработан итераци-

онный алгоритм дифракционной томографии для восстановления изображений объектов. Выполнено обобщение 

одного из наиболее перспективных алгоритмов итерационного типа, – алгоритма Гершберга-Папулиса (Г-П) [1], с 

лучевой на дифракционную томографию. Кроме того, разработаны экспериментальные методы регистрации то-

мографических проекций в терагерцовом диапазоне.  

Ключевые слова: терагерцовая томография, итерационные алгоритмы, метод Гершберга-Папулиса, дифракци-

онная томография, обратные задачи, приближения Борна-Рытова, уравнение Гельмгольца, математическое моде-

лирование. 
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B. A. Knyazev 

 

TERAHERTZ TOMOGRAPHY OF LOW CONTRAST OBJECTS:  

ALGORITHMS AND EXPERIMENTAL MEASUREMENTS 

 

In this paper numerical modeling of tomography projections measurements is done and the iterative algorithm of dif-

fraction tomography is developed for reconstruction of images of objects. Generalization of one of the most perspective 

algorithms of iterative type, – algorithm Gerchberg-Papoulis (G-P), from ray tomography to diffraction tomography, is 

evolved. Experimental methods of tomographical projections acquisition in a THz range are constructed. 

Keywords: terahertz tomography, iterative algorithms, Gerchberg-Papoulis method, diffraction tomography, inverse 

problems, Born-Rytov approximations, Helmholtz equation, mathematical modeling. 

 

 

 

Введение 

 

При реализации томографии в терагер-

цовом диапазоне очень важным является 

наличие сильных дифракционных эффектов, 

которые не позволяют использовать методы, 

хорошо отработанные для рентгеновской 

томографии. В работе проведено численное 

моделирование получения томографических 

проекций и разработан итерационный алго-
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ритм малоракурсной дифракционной томо-

графии для восстановления изображений 

объектов. Выполнено обобщение одного из 

наиболее перспективных алгоритмов итера-

ционного типа, – алгоритма Гершберга-Па- 

пулиса (Г-П) [1, 2], с лучевой на дифракци-

онную томографию. Кроме того, разработа-

ны экспериментальные методы регистрации 

томографических проекций в терагерцовом 

диапазоне.  

 

Теория 

 

Если исследуемый объект просвечивают 

электромагнитным излучением, то анализ 

прошедшей сквозь объект волны позволяет 

восстановить внутренние характеристики 

объекта (показатель преломления, коэффи-

циент поглощения и т. п.). Необходимым 

условием такого восстановления, с практи-

ческой точки зрения, является возможность 

просветить объект с разных сторон, что и 

есть главное требование любого томографи-

ческого исследования. Перед тем, как изло-

жить новый алгоритм дифракционной томо-

графии, рассмотрим постановку задачи 

обычной рентгеновской томографии, когда 

можно пренебречь эффектами рефракции и 

дифракции в исследуемом объекте. Пусть в 

двумерной постановке g(x, y) – неизвестная 

функция, подлежащая определению, f(ξ, p) – 

измеренные интегралы от этой функции 

вдоль семейства параллельных прямых, 

идущих под углом ξ к оси OX, а прицель-

ный параметр p – расстояние луча из этого 

семейства до начала координат (со знаком). 

Связь функции f(ξ, p) с функцией g(x, y) на-

зывается интегральным преобразованием 

Радона: 

( , ) ( , ) ( sin cos )f x p g x y p x y dxdyδ ξ ξ
∞ ∞

−∞ −∞

= + −∫ ∫  

(1) 

 

Строгое решение этого уравнение есть 

инверсия Радона в точке (x, y): 

 

2 2

00

0

1 ( , )
( , ) ,

2 ( )

sin cos .

f p dp
g x y d

p p

p x y

π ξ
ξ

π

ξ ξ

∞

−∞

= −
−

= − +

∫ ∫    (2) 

 

Из этой записи видно, что объект надо 

просвечивать в диапазоне углов от 0 до 180 

градусов, и для возможно меньшей ошибки 

вычислений следует проводить как можно 

больше измерений по углам и по перемен-

ной p. В физических приложениях наиболее 

сложно выполнить требование большого 

числа угловых измерений, поэтому здесь 

часто выделяется особая задача – томогра-

фия с малым числом ракурсов измерений, – 

малоракурсная томография. 

Важным аппаратом решения разнообраз-
ных нестандартных задач томографии явля-
ется метод фурье-преобразований. С одной 
стороны, он позволяет вывести стандартную 
формулу (2) и ее эффективные численные 
реализации, а с другой – позволяет развить 
подходы для задач малоракурсной томогра-
фии. Поскольку развиваемые нами подходы 
к малоракурсной дифракционной томогра-
фии основываются на аналогичных итера-
ционных методах малоракурсной классиче-
ской томографии [2–13], приведем здесь 
основные идеи последней. 
Из формулы (1) нетрудно вывести так 

называемую теорему о центральном сече-

нии, выявляющую интересную связь между 

двумерным фурье-образом неизвестной 

функции g(x, y) и одномерным фурье-

образом измеренного сигнала (проекцией 

под углом ξ) fξ (p). Действительно, введем в 

этой формуле вместо функции g(x, y) ее фу-

рье-спектр ( , )
X Y

g ν ν�  и вычислим интеграл 

вдоль оси OX, т. е. получим проекцию f(y): 

 

 

 

 

 

 

 

 

(3) 

 

Из формулы (3) с очевидностью следует, 

что фурье-преобразование от проекции f(y) 

совпадает с вертикальным сечением дву-

мерного фурье-преобразования ( , )
X Y

g ν ν�  

неизвестной томограммы g(x,y), проведен-

ному через начало координат, 0
X

ν = . Ясно, 

что этот результат сохранится при повороте 

системы координат, и центральное сечение 

в фурье-пространстве будет поворачиваться 

на угол ξ при использовании проекции, за-

регистрированной под углом ξ. 

0 ( ) ( , )

exp( 2 ( ))

( , )

exp( 2 ) ( )

(0, )exp( 2 ) .

X Y X Y

X Y

X Y X Y

Y X

Y Y Y

f y dx d d g

i x y

d d g

i y

g i y d

ξ= = ν ν ν ν ×

× π ν + ν =

= ν ν ν ν ×

× π ν δ ν =

= ν π ν ν

∫ ∫∫

∫∫

∫

�

�
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( ) (0, )p pf gν ν=� �                  (4) 

Заполняя плотно фурье-пространство то-

мограммы центральными сечениями для 

всех измеренных проекций, можно получить 

образ томограммы в полярной системе ко-

ординат. Наконец, после перехода в фурье-

пространстве из полярной в декартову сис-

тему координат и применения обратного 

двумерного фурье-преобразования, получа-

ем искомую томограмму. Изложенный ал-

горитм называется методом фурье-синтеза и 

хорошо работает для большого числа углов 

наблюдения объекта. Однако при уменьше-

нии числа ракурсов качество алгоритма па-

дает, и для получения приемлемых оценок 

решения задачи томографии необходимо 

применять априорную информацию и пере-

ходить к итерационным методам.  

В основе алгоритма Г-П лежит итераци-

онное применение метода фурье-синтеза. 

Здесь в итерациях участвуют два про- 

странства: фурье-пространство и обычное  

пространство томограммы. На каждом ите-

рационном шаге максимально полно учиты-

вается априорная информация об образе ис-

комого изображения в данном пространстве. 

Какие свойства преобразования Радона при 

этом используются? Вкратце их схематично 

можно сформулировать в следующих пунк-

тах [1, 13]:  

• по теореме о центральном сечении 

Фурье-образ проекции f(ξ,p) дает централь-

ное сечение двумерного Фурье-образа томо-

граммы g(νx,νy) вдоль прямой -νx sin ξ + νy 

cos ξ = 0; 

• значение такого фурье-образа на ну-

левой частоте должно быть одним и тем же 

для всех ракурсов: f( , 0)p constξ ν = =� ; 

• в плоскости томограммы имеется 

круг некоторого радиуса R, вне которого 

томограмма равна нулю; диаметр этого кру-

га задается линейными размерами системы 

детекторов. 

Кроме отмеченных свойств, в итераци-

онный процесс можно вводить информа-

цию: 

• о положительности томограммы, как 

это имеет место для задачи эмиссионной 

томографии; 

• о сохранении энергии на каждом на-

правлении (интегралы под каждой проекци-

ей должны совпадать); 

• о гладкости искомого решения и об 

оценке шума в измерениях. 

Упрощенно итерационные шаги регуля-

ризованного алгоритма Г-П можно предста-

вить так [1, 12]: 

• Шаг 1. По известному набору проек-

ций получается набор их одномерных Фу-

рье-образов (с помощью быстрого преобра-

зования Фурье (БПФ)). По теореме о 

центральном сечении эти величины дают в 

полярной системе координат в частотной 

плоскости значения Фурье-образов томо-

граммы на K лучах ( / 2, )g ξ π ν+� . На этом 

этапе значения спектральных амплитуд за-

нуляются вне указанных лучей. 

• Шаг 2. Выполняется обратное дву-

мерное БПФ для получения оценки томо-

граммы  g(x, y). 

• Шаг 3. Вносится априорная инфор-

мация о положительности решения и его 

пространственной ограниченности (кругом 

радиуса R). 

• Шаг 4. Выполняется прямое двумер-

ное БПФ от оценки томограммы g(x, y) по-

сле шага 3. Значения спектра на лучах, оп-

ределенных на шаге 1, заменяются на 

величины, определенные там же непосред-

ственно по имеющимся проекциям. Вносит-

ся также априорная информация о спектре 

объекта, проводится его сглаживание, со-

гласованное с уровнем шумов в измерениях. 

• Шаг 5. Проверяются критерии окон-

чания итерационного процесса. Если они не 

выполняются, то осуществляется переход на 

шаг 2. 

Применение здесь же учета положитель-

ности томограммы позволяет ускорить, в 

ряде случаев, процесс сходимости итераций 

и повысить точность конечного результата. 

Кроме того, на шаге 2 необходимо осущест-

влять интерполяцию в спектральной облас-

ти, с переходом от полярной к декартовой 

системе координат. Для точек, попадающих 

в некоторую δ – окрестность луча 

(ξ + π/2, ν) применяется интерполяция 

"ближайшего соседа". Постепенное умень-

шение этой полосы "влияния" с ростом но-

мера итерации дает возможность ускорения 

итерационного процесса и повышения точ-

ности реконструкции томограммы. На рис. 1 

приведена схема переноса эксперименталь-

ных данных в фурье-пространстве с цен-

трального сечения L на декартову сетку  
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Рис. 1. Схема переноса экспериментальных данных в 

фурье-пространстве с центрального сечения L на де-

картову сетку внутри полосы с полушириной Sw,  

вариант классической томографии (вверху); в ди-

фракционной томографии полоса влияния экспери-

ментальных данных деформируется в круговую поло-

су (внизу) 

 

 
 

внутри полосы с полушириной Sw. Точка A 

находится внутри полосы, поэтому ей при-

сваивается значение из точки A1; точка B 

находится вне полосы, поэтому в нее дан-

ные с прямой L не попадают. 

Следует отметить, что в основном рас-

смотренный итерационный процесс можно 

обобщить и перенести в другую пару  

пространств, например пространство томо-

граммы – пространство Радона (синограм-

ма). Эффективность итерационного процес-

са для последней пары изучалась в работе 

[10]. 

 

Модификация  

алгоритма Г-П для задачи  

дифракционной томографии 

 

Далее коротко описана теория восста-

новления показателя преломления двумер-

ного объекта по измерениям прошедшей 

сквозь него волны в постановке задачи ди-

фракционной томографии (ДТ), в прибли-

жении Рытова, следуя работам [14-17]. 

Рассмотрим двумерный рассеивающий 

объект, характеризующийся показателем 

преломления n(x)  и g(x) = n
2
(x) – 1, причём 

( )g x  обращается в нуль вне единичного 

круга. На объект падает гармоническая, 

плоская волна ( )ikt

I
e u x

−
, ( ) iknx

I
u x e= , k  – 

частота, n – единичный вектор в направле-

нии распространения волны. При прямом 

рассеянии получаем рассеянную волну 

( )ikt

S
e u

−
x , для которой 

I S
u u u= +  удовле-

творяет следующему уравнению Гельм-

гольца 

 

( ) ( )( ) ( )2 1 0u k g u∆ + + =x x x        (5) 

с граничным условием на бесконечности. 

Для решения (5) в рамках приближения Ры-

това положим 
k

I
u u e

ϕ= . Пренебрегая малой 

величиной ( )
2

∇ϕ x , получим приближение 

Рытова для функции u  в виде 
k

R
R I

u u e
ϕ

= , 

где фаза φR удовлетворяет уравнению 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

2

.

I R I R

I

u k u

kg u

∆ ϕ + ϕ =

= −

x x x x

x x

 

(6) 

Дифференциальное уравнение (6) можно 

решить с помощью функции Грина ( x )G . 

Интегральное представление этой функции 

(разложение по плоским волнам) в двумер-

ном случае можно записать в виде: 

( )
( )1 2

,
4

i x xi d
G e

γ+ ω− ω
=

π γ∫x             (7) 

где 
2 2kγ = − ω . Тогда решение уравнения 

(6) принимает вид: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) .
I R I

u k G g u dϕ = − −∫∫x x x y y y y  

(8) 

Выражение (8) есть решение прямой за-

дачи рассеяния в приближении Рытова.  
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В обратной задаче рассеяния нужно найти 

распределение ( )g x , зная величину поля 

( )
s

u x  вне рассеивающего объекта. В при-

ближении Рытова для решения обратной 

задачи нужно найти ( )g x  из уравнения (8), 

располагая проекционными данными 

( )(n, ) n n
R

f p r p ⊥= ϕ + , где фаза ( )Rϕ x  

измеряется вне единичного круга. Подстав-

ляя (7) в (8), можно показать, что связь ме-

жду фурье-образами проекционных данных  

f и неизвестной томограммы g в рамках ДТ 

дается следующим выражением: 

( )( )

( ) ( )

 

2
, ,

ir k

g k n n

i e f n
k

⊥

−γ

γ − + ω =

γ
= − ω

π

�

�

 

(9) 

где ( ),f n ω�  – одномерное преобразование 

Фурье проекции f(n, p) по второму аргумен-

ту. Если ω пробегает отрезок [ ],k k− , то ве-

личина ( ) k n nγ ω ⊥− +  пробегает полуок-

ружность с центром kn−  и серединой в 

начале координат, см. рис. 1 (внизу). Если 

вектор n принимает значения из 
1

S , то 

формула (9) задаёт g�  в круге радиуса не  

меньше k . Таким образом, если мы пренеб-

регаем частотами выше, то выражение (9) 

позволяет решить обратную задачу ДТ в 

приближении Рытова. 

На основе изложенной теории была вы-

полнена разработка алгоритма Гершберга-

Папулиса, с учетом дифракционных эффек-

тов при регистрации проекционных данных 

в приближении Рытова. Все характерные 

особенности данного алгоритма совпадают с 

аналогичными характеристиками подобного 

алгоритма для параллельной геометрии сбо-

ра данных. Основное отличие этих алгорит-

мов – одномерные Фурье-образы зарегист-

рированных проекций, которые на каждой 

итерации вносятся в очередную оценку 

двумерного Фурье-образа искомой томо-

граммы, лежат не на центральных лучах, а 

на сдвинутых окружностях (кругах Эвальда, 

см. рис. 1, внизу). 

В задачах вычислительной томографии, 

особенно малоракурсной, большое значение 

имеет использование априорной физической 

информации. Наиболее простые виды такой 

информации – это положительность иско-

мого распределения и равенство его нулю 

вне некоторого круга, а именно – области 

исследования. В работе проведено исследо-

вание влияния такого вида априорной ин-

формации на точность реконструкции неко-

торого весьма сложного математического 

фантома (No.22 из пакета Topas-Micro [1]), 

состоящего из круглой подложки и 16 пара-

болических распределений показателя пре-

ломления  круглой формы разного диамет-

ра. Задача дифракционной томографии 

решалась в приближении Рытова итераци-

онным методом Г-П. Проекционные данные 

(синограмма), вычислялись в диапазоне уг-

лов от 0 до 360 градусов, 73 проекции, 129 

отсчета на линейке детектора, томограмма 

размерностью 129x129. Пространственная 

размерность приведена к единичному ра-

диусу. Частота просвечивающего излуче- 

ния – 32 (в единицах дискретного преобра-

зования Фурье, соответствует половине  

частоты Найквиста в данном случае).  

На рис. 2 (слева, верхний ряд) показана 

точная модельная томограмма, а справа 

представлена итоговая восстановленная то-

мограмма  после 15 итераций. Без примене-

ния априорной информации погрешность 

реконструкции RMS=50.6%, включение да-

лее положительности решения сразу дает 

 

 

 

    
 

    
 
 

Рис. 2. Пример реконструкции двумерной модельной 

томограммы алгоритмом Г-П. Слева сверху – точная 

модель, справа – ее восстановление по 73 проекциям, 

15 итераций, ошибка реконструкции – 33.7%. Размер-

ность томограммы – 129 x 129. 

Нижний ряд: восстановление трехмерного мо-

дельного фантома по его двумерным проекциям. Сле-

ва – точная модель, справа – ее реконструкция. Раз-

мерность трехмерной томограммы – 65 x 65 x 65,  

20 проекций, 45 итераций, ошибка реконструкции – 

3% 
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Рис. 3. Установка для проведения томографических измерений (слева) и экспериментальные проекции 

амплитудного объекта на двух длинах волн: 68 мкм и 130 мкм 

 

 

 

точность RMS=41.0%, а с занулением реше-

ния вне единичного круга – 33.7% (справа). 

Аналогично двумерному алгоритму Г-П 

в работе развит и трехмерный алгоритм ДТ, 

в приближении Борна. С точки зрения чис-

ленной реализации разработанные алгорит-

мы ДТ в приближениях Борна и Рытова от-

личаются лишь определением функции f 

(различаются процедуры предобработки 

измеренной волны на выходе из объекта), 

поэтому основные элементы итерационного 

алгоритма Г-П по заполнению фурье-

пространства остаются одинаковыми. Отли-

чие трехмерной постановки от двумерной 

заключается в переходе от данных в фурье-

пространстве на полуокружностях к данным 

на полусферах (сферы Эвальда). На рис. 3, 

нижний ряд, приведен характерный пример 

работы алгоритма Г-П в приближении Бор-

на, трехмерная постановка. Здесь по набору  

20 двумерных проекций за 45 итераций  

получена трехмерная реконструкция с по-

грешностью в 3%, модель – параллеле- 

пипед. 

Для последующей апробации описанных 

новых алгоритмов ДТ авторами разраба- 

тывается экспериментальная методика по-

лучения проекционных данных в терагерцо-

вом диапазоне с использованием лазера на 

свободных электронах (ЛСЭ) [18]. В на-

стоящее время ведутся исследования коли-

чественных характеристик падающей на 

модельные объекты электромагнитной вол-

ны, а также отрабатывается методика ка-

либровки измерений выходящего излуче-

ния. Была проведена пробная регистрация 

томографических проекций нескольких ам-

плитудных и фазовых объектов при двух 

длинах волн ЛСЭ – 68 мкм и 130 мкм при 

регистрации изображения с помощью тер-

мочувствительного люминесцентного экра-

на [19].Максимально возможное рабочее 

поле регистратора – 75 х 75 мм. Этот размер 

позволяет записывать проекции амплитуд-

ных и фазовых объектов без сканирова- 

ния. Характерные примеры записи то- 

мографических проекций представлены  

на рис. 3. 

В заключение следует отметить хорошее 

качество реконструкции модельных объ- 

ектов разработанным в данной работе мало-

ракурсным алгоритмом Гершберга-Папули- 

са, как в двумерной, так и в трехмерной по-

становках задачи дифракционной томо- 

графии.  
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