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АБЕРРАЦИИ ОБЪЕМНОГО ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО 
ГОЛОГРАММНОГО ОПТИЧЕСКОГО ЭЛЕМЕНТА * 

 
Методом характеристической функции получены аналитические выражения, позволяющие рассчитать моно-

хроматические и хроматические аберрации третьего, пятого и седьмого порядков объемного цилиндрического 
голограммного оптического элемента (ГОЭ). Представлены формулы коэффициентов аберраций третьего, пятого 
и седьмого порядков. Указывается, что в этих коэффициентах могут быть выделены коэффициенты аберраций, 
возникающих из-за фотоиндуцированного, термоиндуцированного и деформационного изменений показателя 
преломления и размеров объемного цилиндрического ГОЭ. Показано, что в первом приближении ширина рабочей 
спектральной области для объемного отражающего цилиндрического ГОЭ обратно пропорциональна его толщи-
не, а для объемного пропускающего ГОЭ – обратно пропорциональна квадрату его толщины.  

Ключевые слова: голограммный оптический элемент, аберрации голограммы, спектральная селективность го-
лограммы.  

 
 
 
Известно, что в дальней ультрафиолето-

вой (50–100 нм) и в мягкой рентгеновской 
(1–50 нм) областях спектра из-за сильного 
поглощения излучения затруднено исполь-
зование традиционных стеклянных оптиче-
ских элементов. Известно также, что для 
отклонения и фокусировки излучения в этих 
диапазонах могут быть использованы ди-
фракционные и голограммные элементы  
[1; 2], а в мягкой рентгеновской области –  
и многокомпонентные рефракционные  
элементы [3; 4]. Но невысокое относитель-
ное отверстие и связанное с этим низкое 
значение светосилы, а также низкая ди-
фракционная эффективность ограничивают 
их практическое применение. Поэтому, для 
формирования изображений в этих областях 
спектра требуются элементы с более высо-
кой дифракционной эффективностью, на-
пример объемные голограммные оптические 
элементы (ГОЭ). Для объемного ГОЭ, запи-
санного двумя сферическими волнами, учет 
толщины при расчете аберраций первого и 

третьего порядков рассматривался, напри-
мер, в [5; 6]. Для повышения светосилы 
объемного ГОЭ требуется увеличение его 
относительного отверстия, но при этом воз-
растают аберрации высших порядков, и  
возникает необходимость их исправления 
[7; 8]. Внеосевые аберрации высших поряд-
ков рассматривались только для тонких 
ГОЭ, например, в [9–11].  

Целью работы является вывод аналити-
ческих выражений для коэффициентов 
аберраций, позволяющих рассчитывать  
монохроматические и хроматические абер-
рации с первого по седьмой порядок объем-
ного ГОЭ, регистрируемого двумя цилинд-
рическими волнами. В дальнейшем в работе 
этот объемный ГОЭ будем называть ГОЭ. 

При расчете аберраций ГОЭ предполага-
ется, что его средний показатель преломле-
ния совпадает со средним показателем пре-
ломления окружающей диэлектрической 
среды. Также считается, что рабочая длина 
волны c может отличаться от длины волны 
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записи o, а средний показатель преломле-
ния nc на стадии использования ГОЭ отли-
чаться от его среднего показателя no на  
стадии записи. Толщина образца гологра-
фической среды, в объеме которой форми-
руется ГОЭ, предполагается меньше длины 
и ширины образца.  

На рисунке (а) представлена рабочая 
схема пропускающего ГОЭ в сагиттальной 
плоскости, где Рc(xc, 0, zc) – точка предмета, 
и соответствующая ей Рi(xi, 0, zi) – точка 
изображения, M(x, 0, z) – произвольная точ-
ка объема ГОЭ. На рисунке (а, б) ось Оz  
декартовой системы координат является оп-
тической осью ГОЭ и направлена перпенди-
кулярно его поверхностям; представлена 
сагиттальная плоскость схемы записи этого 
ГОЭ опорной и объектной цилиндрически-
ми волнами (б), где Pr(0, 0, zr) – положение 
линейного источника (параллельного оси 
Оу) опорной цилиндрической волны, 
Pо(0, 0, zо) – положение линии схождения 
(параллельной оси Оу) объектной цилинд-
рической волны, M'(x', 0, z') – точка объема 
ГОЭ при записи, соответствующая точке 
M(x, 0, z) при его использовании. Координа-
ты точки M'(x', 0, z') равны 

x' = 
xm

x
, z' = 

zm
z

, 

где mx, mz – коэффициенты усадки (набуха-
ния) объема ГОЭ вдоль осей Ox и Oz  
декартовой системы координат. Расстояния, 
указанные в рабочей схеме, обозначены  
как РcM = lc, MРi = li, а в схеме записи как 
PrM' = lr, M'Pо = lо, PrО = zr, ОPо = zо.  

Характеристическая функция V(x, 0, z) 
ГОЭ в сагиттальной плоскости записывает-
ся в виде [6; 12] 
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( ) ( ,0, ) ,c
c c i i

c

V x z

l z l z km x z
n



 
      

 

 (1)

где  ( ,0, ) ( ) o
r r o o

o

nm x z l z l z
 

      
 – ко-

личество периодов модуляции показателя 
преломления, коэффициента поглощения 
или толщины ГОЭ; nо и nc – значения пока-
зателя преломления ГОЭ при записи и ис-
пользовании; λо – длина волны лазера при 
записи ГОЭ; λс – рабочая длина волны; k – 
порядок дифракции. 

Верхний знак «плюс» в выражениях для 
V(x, 0, z), m(x, 0, z) и в последующих выра-

жениях соответствует отражающим ГОЭ, а 
нижний знак «минус» – пропускающим 
ГОЭ. Из-за пространственной и угловой се-
лективности объемных ГОЭ практический 
интерес представляет случай, когда его  
поперечные размеры (диаметр) намного 
меньше расстояний zc, zi до плоскостей 
предмета и изображения, но больше разме-
ров предмета и изображения. Кроме этого, 
считаем, что при записи отклонение от оп-
тической оси источников опорной и объект-
ной волн меньше поперечных размеров 
ГОЭ, а размеры ГОЭ меньше расстояний  
zr, zо от нее до источников опорной и объ-
ектной волн. Также считаем, что толщина 
ГОЭ много меньше расстояний zc, zi, zr, zо.  
В этом случае, разлагая расстояния lс, li, lr, lo 
в ряд соответственно по величинам малости 

, ,j

j j j

x x z
z z z

 (j = c, i, r, o) и подставляя полу-

ченные выражения в (1), можно представить 
характеристическую функцию V(x, 0, z) в 
первых порядках разложения в виде суммы 

1 1 3 3

5 5 7 7

( ,0, )

( ) ( , ) ( ) ( , )

( ) ( , ) ( ) ( , ) ...,
t v t v

t v t v

V x z
V x V x z V x V x z
V x V x z V x V x z


    

    
 (2)

где  
V1t(x) = 0,5x2F200 – xB100 – члены разложе-

ния, характеризующие аберрации первого 
порядка тонкого ГОЭ;  

V1v(x, z) = 0,5x2(zF201
 + z2F202) – z(B001 + 

zB002) – хz(B101 + zB102) – члены разложения, 
характеризующие объемные аберрации пер-
вого порядка; 

V3t(x), V5t(x), V7t(x) – члены разложения, 
характеризующие аберрации третьего, пято-
го и седьмого порядков тонкого ГОЭ; 

V3v(x, z), V5v(x, z), V7v(x, z) – члены разло-
жения, характеризующие объемные аберра-
ции третьего, пятого и седьмого порядков. 

В аналитическом виде выражения для 
V3t(x), V3v(x, z), V5t(x), V5v(x, z), V7t(x), V7v(x, z) 
и их коэффициентов аберраций приведены в 
приложении. Известно, что характеристиче-
ская функция V(x, 0, z) может быть пред-
ставлена в виде суммы характеристических 
функций тонкого ГОЭ и объемного ГОЭ [6]. 
В отличие от известной характеристической 
функции тонкого ГОЭ, в членах разложения 
V1v(x, z), V3v(x, z), V5v(x, z), V7v(x, z) учтены 
толщина, изменения толщины и показателя 
преломления ГОЭ. Аналитические выраже- 
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Сагиттальная плоскость рабочей схемы (а) и схемы записи (б) объемного цилиндрического ГОЭ 
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где o, c – длины волн при записи и исполь-
зовании ГОЭ; nо, nc – значения показателя 
преломления ГОЭ при записи и использова-
нии; mx, mz – коэффициенты усадки (набу-
хания) объема ГОЭ вдоль осей Ox, Oz; k – 
порядок дифракции.  

Из характеристической функции V(x, 0, z) 
ГОЭ могут быть определены геометриче-
ские аберрации Δх изображения в сагит-
тальной плоскости по известной формуле  

М'(x', 0, z') 

Рr(0, 0, zr) 

х 

lr 

zr 

О
lo 

zo Рo(0, 0, zo) 

ГОЭ 

М(x, 0, z) 

х 

lc 

О li 
Рc(xc, 0, zc) 

z zi 

zc 

ГОЭ 

Рi(xi, 0, zi) 
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( ,0, )
,i

V x zx d
x

     
 (3)

где di = (xi + zi)
1/2 – расстояние от центра 

ГОЭ до точки параксиального изображения. 
При этом отклонение Δх лучей от безабер-
рационного параксиального изображения 
представляется в виде суммы двух компо-
нентов – аберраций тонкого ГОЭ и объем-
ных аберраций. Например, соответственно 
для осевых аберраций Δх3, Δх5, Δх7 третьего, 
пятого и седьмого порядков из (2), (3) полу-
чаем 
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Аналогичным образом по формуле (3) 
могут быть получены выражения для вы-
числения других типов геометрических 
аберраций высших порядков.  

Выражения, описывающие поперечные 
геометрические хроматические аберрации, 
т. е. отклонения координат лучей в плоско-
сти изображения на величину Δхλ от пара-
ксиальной точки изображения, могут быть 
получены вычислением частной производ-
ной по рабочей длине волны λс из (3)  

( )
,с

с

xx
 

  


 (4)

где Δλс – изменение рабочей длины волны 
ГОЭ от заданного значения. В (4) диапазон 
изменений величины Δλс может быть опре-
делен из условия спектральной селективно-
сти ГОЭ 
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 (5) 

где ξх(x, z) – параметр, характеризующий 
отклонение от условия дифракции Брэгга. 
Для пропускающего ГОЭ при условии, что 
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Или в первом приближении (при 101

c
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где  
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т. е. для пропускающего ГОЭ величина Δλс 
рабочего диапазона длин волн обратно про-
порциональна его толщине и квадрату попе-

речного размера ( o c

c o

n
n


 


 
– отношение в 

среде рабочей длины волны к длине волны 
записи ГОЭ).  

Для отражающего ГОЭ из (5) в первом 

приближении при условии, что 1 ( , )v

с

V x z
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много больше 
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Таким образом, для отражающего ГОЭ 
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т. е. величина рабочего диапазона Δλс длин 
волн обратно пропорциональна толщине и 
не зависит от линейного размера ГОЭ. Это 
важное отличие объемного отражающего 
ГОЭ как от тонкого отражающего, так и от 
объемного пропускающего ГОЭ.  

Из (4) получаем следующие выражения 
для определения хроматических аберраций 
ГОЭ, приводящих к изменению на Δхλ коор-
динат лучей в плоскости изображения: 
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 при хроматической аберрации увели-
чения первого порядка 
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 при хроматической дефокусировке 
первого порядка 
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 при осевой хроматической аберрации 
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 при осевой хроматической аберрации 
пятого порядка 

 

2600 601 602

5 2 5
600 601 602

0,375 5 15

0,375 5 15 ,

с c c

i c

S S Sx z z

x d S zS z S x d





   
        

     

где для пропускающего ГОЭ 

600
6 5 5

1 1
,

r oc с x

S k
m z z

   
         

601
6 6 6

1 1
,

c с x z r o

S k
m m z z

   
        

602
6 2 7 7

1 1
;

c с x z r o

S k
m m z z

   
      

 

 при осевой хроматической аберрации 
седьмого порядка 

 

800 801

7 7
800 801

0,3125 7

0,3125 7 ,

с c

i c

S Sx z

x d S zS x d





  
       
    
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Получаем, что хроматические аберрации 
ГОЭ складываются из хроматических абер-
раций тонкого ГОЭ и объемной хроматиче-
ской аберрации, зависящей от толщины 
ГОЭ. Аналогичным образом по формуле (4) 
могут быть вычислены другие типы хрома-
тических аберраций высших порядков ГОЭ. 
Следует отметить, что учет угловой и про-
странственной селективности ГОЭ приво-
дит к уменьшению всех аберраций по срав-
нению с соответствующими аберрациями 
тонкого ГОЭ [12]. Причиной этого является 
уменьшение объема ГОЭ, в котором еще 
выполняется условие дифракции Брэгга. 
Меньший «рабочий» объем ГОЭ одновре-
менно снижает его дифракционную эффек-
тивность. С практической точки зрения 
важной особенностью является повышение 
глубины резкости изображения вследствие 
уменьшения аберраций [12]. Повышенная 
глубина резкости ГОЭ особенно важна в 
таких областях спектра, как дальний  
ультрафиолетовый (50–100 нм) и мягкий 
рентгеновский диапазоны, где процессы юс-
тировки и настройки ГОЭ выполняются в 
вакууме.  

Изменение ∆nc показателя преломления 
ГОЭ на стадии его использования может 
быть представлено в виде  

Δnс= nc – n = Δnf + Δnt
 + Δnd, (6)

где n – начальное значение показателя пре-
ломления при использовании ГОЭ; Δnf  
и Δnt – фото- и термоиндуцированные изме-
нения показателя преломления; Δnd – из- 
менение показателя преломления из-за де-
формации ГОЭ. При этом изменение пока-
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зателя преломления Δnс много меньше его 
начального значения n.  

Относительные изменения Δmх, Δmz раз-
меров ГОЭ вдоль осей Ох, Оz системы ко-
ординат могут быть представлены в виде  

Δmх = 1 – mх = Δmх,f + Δmх,t
 + Δmх,d, 

Δmz = 1 – mz = Δmz,f + Δmz,t
 – Δmz,d, 

(7)

где Δmх,f, Δmz,f – относительные фотоинду-
цированные, а Δmх,t, Δmz,t – относительные 
термоиндуцированные изменения размеров 
ГОЭ, Δmх,d, Δmz,d – относительные измене-
ния размеров из-за деформации объема 
ГОЭ. Предполагается, что в (7) относитель-
ные изменения размеров ГОЭ Δmх, Δmz мно-
го меньше единицы. Под относительным 
изменением размера ГОЭ подразумевается 
отношение изменения размера к его началь-
ной величине. Известно, что фотоиндуциро-
ванные изменения показателя преломления 
и размеров динамического ГОЭ возникают, 
например, из-за протекающих в его объеме 
фотохимических реакций (просветление или 
потемнение фотохромных и фотополимер-
ных голографических материалов). При зна-
чительной интенсивности световой волны 
следует учитывать зависимость показателя 
преломления ГОЭ от интенсивности этой 
волны, т. е. влияние оптических нелинейных 
эффектов (оптический эффект Керра, само-
фокусировка, самодифракция) на аберрации 
ГОЭ. Термоиндуцированные изменения по-
казателя преломления и размеров возникают 
из-за увеличения температуры ГОЭ и харак-
теризуются соответственно его термоопти-
ческим коэффициентом и коэффициентом 
температурного расширения. Упругие де-
формационные изменения показателя пре-
ломления и размеров ГОЭ возникают из-за 
изменения внутреннего напряжения ГОЭ и 
характеризуются соответственно коэффици-
ентом фотоупругости и модулем упругости. 
Неупругие деформационные изменения по-
казателя преломления и размеров имеют 
место при пластической деформации ГОЭ. 

Из условия F200 = 0 получаем, что изме-
нения (6), (7) показателя преломления и 
размеров ГОЭ приводят к изменению zi на 
величину 
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(8)
 

Подставляя (6)–(8) в выражения коэффи-
циентов аберраций, можно в явном виде вы-
делить в них вклад аберраций, возникающих 
из-за фотоиндуцированного, термоиндуци-
рованного и деформационного изменений 
показателя преломления и размеров ГОЭ. 
Этот вклад может быть достаточно значи-
тельным. Так, относительное изменение 
размера Δmх динамических фотополимер-
ных голографических сред может достигать 
0,05. Тогда из (8), пренебрегая изменением 
показателя преломления (n = no, Δnc << no), 
получаем, например, для полимерного про-
пускающего ГОЭ (с рабочей длиной волны 
c = 46 нм, фокусным расстоянием F = 1 мм) 
относительное изменение Δzi/zi ~ 0,1zi/F. 
Расчеты показывают, что это приводит к 
увеличению коэффициентов аберраций пя-
того и седьмого порядков и к росту, напри-
мер, остаточной осевой аберрации пятого 
порядка этого ГОЭ более чем в 5 раз, а осе-
вой аберрации седьмого порядка более чем 
в 3 раза. Для ГОЭ с исправленными аберра-
циями высших порядков [8] изменение  
показателя преломления приводит к умень-
шению его «эффективного» диаметра и со-
ответственно к увеличению дифракционно-
го пятна Эри, что, в свою очередь, приводит 
к ухудшению разрешения ГОЭ.  

Таким образом, разложением характери-
стической функции получены аналитиче-
ские выражения для коэффициентов двух 
типов аберраций первого порядка, пяти ти-
пов аберраций третьего порядка, девяти  
типов аберраций пятого порядка и четырна-
дцати типов аберраций седьмого порядка.  
В качестве примеров приводятся выраже-
ния, позволяющие рассчитать осевые моно-
хроматические и хроматические аберрации 
третьего, пятого и седьмого порядков объ-
емного цилиндрического ГОЭ с неизотроп-
ной усадкой. Показано, что в первом при-
ближении ширина рабочей спектральной 
области для объемного отражающего  
цилиндрического ГОЭ обратно пропорцио-
нальна его толщине, а для объемного про-
пускающего ГОЭ – обратно пропорцио-
нальна квадрату его толщины. Полученные 
формулы применимы для расчета аберраций 
не только объемного цилиндрического ГОЭ 
(с большим относительным отверстием), но 
и объемной цилиндрической зонной пла-
стины. 
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Приложение 
 

Члены разложения третьего порядка характеристической функции объемного цилиндри-
ческого ГОЭ 
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Члены разложения пятого порядка характеристической функции объемного цилиндриче-
ского ГОЭ 
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Члены разложения седьмого порядка характеристической функции объемного цилиндри-
ческого ГОЭ 
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Yu. Ts. Batomunkuev 

 
ABERRATIONS OF VOLUME CYLINDRICAL 

HOLOGRAPHIC OPTICAL ELEMENT 
 

 
The analytical expressions allowed to calculate the third-, fifth- and seventh-order monochromatic and chromatic ab-

errations are obtained for the cylindrical volume holographic optical element by method of the characteristic function. The 
formulas for coefficients of third-, fifth- and seventh-order aberrations are presented. It is noted that coefficients of the 
aberrations arising because of photo induced, thermally induced and deformation changes of refractive index and  
of sizes of the cylindrical volume holographic optical element can be isolated in these coefficients. It is shown that width 
of the working spectral range for reflection cylindrical volume holographic optical element is inversely proportional to its 
thickness and for transmission holographic element is inversely proportional to square its thickness.  

Keywords: holographic optical element, aberration of hologram, spectral selectivity.  


