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АБЕРРАЦИИ, ОБУСЛОВЛЕННЫЕ ДЕФОРМАЦИЕЙ ОБЪЕМНОГО 
ГОЛОГРАММНОГО ОПТИЧЕСКОГО ЭЛЕМЕНТА * 

 
Теоретически рассматриваются аберрации голограммного оптического элемента (ГОЭ), возникающие при не-

изотропной деформации его объема. Показано, что такая деформация вносит дополнительный вклад в каждый из 
известных типов аберраций первого и третьего порядков. Приведено условие исправления внеосевых аберраций 
третьего порядка, появляющихся при упругой неизотропной деформации ГОЭ.  
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Известно, что основой работ, посвящен-

ных расчетам аберраций объемных голо-
граммных оптических элементов (ГОЭ),  
например [1–3], является обобщенное в об-
зорной работе [4] положение: «…поверх- 
ностная решетка плоской и объемной голо-
грамм полностью определяет изображаю-
щую геометрию, т. е. положение изображе-
ния, аберрации, увеличение и т. п., какой бы 
волновой фронт не преобразовывался ГОЭ». 
Однако известно, что ГОЭ могут быть под-
вержены деформациям растяжения или  
сжатия, приводящим к дополнительным 
аберрациям в сформированных ими изобра-
жениях. В работе [5] представлены выраже-
ния для расчета параксиальных аберраций 
тонкого ГОЭ с учетом его деформации,  
а также формулы для расчета допустимых 
деформаций при заданных величинах пара-
ксиальных аберраций. Учет влияния изо-
тропного растяжения или сжатия объема 
ГОЭ осуществляется введением коэффици-
ента усадки или масштабирования [1–3].  
Но известно, что растяжение (сжатие) объе-
ма тела в одном направлении приводит к 
уменьшению (увеличению) размеров этого 

тела в поперечных направлениях, т. е. ли-
нейная деформация имеет неизотропный 
характер. Целью работы является расчет 
аберраций, возникающих из-за неизотроп-
ной малой деформации объема ГОЭ.  

Голографический материал (например, 
фотополимер), в объеме которого регистри-
руется ГОЭ, предполагается сплошной  
средой, в которой под воздействием прило-
женной силы возникают внутренние напря-
жения, приводящие к малым упругим  
деформациям материала. При расчете абер-
раций объемного ГОЭ предполагается, что 
его средний показатель преломления совпа-
дает со средним показателем преломления 
окружающей диэлектрической среды. 

На рис. 1, а и 2, а представлены рабочие 
схемы пропускающего и отражающего объ-
емного ГОЭ, где Pc(xc,yc,zc) – точка предме-
та, а Рi(xi,yi,zi) – соответствующая ей точка 
изображения, M(x,y,z) – произвольная точка 
объема ГОЭ. Ось Оz декартовой системы 
координат на рис. 1 и 2 является оптической 
осью и направлена перпендикулярно по-
верхностям ГОЭ. Плоскость координат хОу 
проходит через центр ГОЭ. На рис. 1, б и 
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2, б представлены схемы записи объемного 
ГОЭ опорной и объектной сферическими 
волнами, где Pr(0,0,zr) – точечный источник 
опорной (референтной) волны, Pо(0,0,zо) – 
точечный источник объектной волны, 
M'(x',y',z') – точка объема ГОЭ при записи, 
соответствующая точке M(x,y,z) при исполь-
зовании ГОЭ, где x' = x/mx, y' = y/my, z' = z/mz 
(mx, my, mz – коэффициенты линейного из-
менения (масштабирования) объема ГОЭ 
соответственно вдоль осей Ox, Oy, Oz де-
картовой системы координат). Расстояния  
в рабочей схеме обозначим как РcM = lc,  
MРi = li, а расстояния в схеме записи – как 
PrM' = lr, M'Pо = lо, PrО = zr, ОPо = zо. 

Для объемного ГОЭ характеристическая 
функция V(x,y,z) записывается в виде [2;  
6; 7] 

V(x,y,z) = lc – zc ± (li – zi) –  
– k(lr – zr ± (lо – zо))nоλc/ncλо, 

(1)

где nо и nc – начальное и среднее конечное 
значения показателя преломления, λо – дли-
на волны лазера, используемого при записи, 
λс – рабочая длина волны, k – порядок ди-
фракции.  

Верхний знак «плюс» в (1) и в после-
дующих выражениях соответствует отра-
жающим объемным ГОЭ, а нижний знак 
«минус» – пропускающим объемным ГОЭ. 

В силу пространственной и угловой се-
лективности объемных ГОЭ практический 
интерес представляет случай, когда в выра-
жениях расстояний lj величины xj/zj, yj/zj, x/zj, 
y/zj, z/zj (j = r,o,c,i) намного меньше единицы. 
Разлагая выражения lj в ряд по этим величи- 

 

 

 
 
 

Рис. 1. Схемы работы (а) и записи (б) объемного пропускающего ГОЭ 
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Рис. 2. Схемы работы (а) и записи (б) объемного отражающего ГОЭ 

 
 
 

нам малости и подставляя в характеристи-
ческую функцию V(x,y,z) объемного ГОЭ, 
можно представить (1) в виде суммы [7] 

V(x,y,z) = V1(x,y,z) + V3(x,y,z) + …, (2)

где V1(x,y,z), V3(x,y,z) – члены разложения, 
характеризующие аберрации первого и 
третьего порядков объемного ГОЭ. Анали-
тические выражения членов разложения (2) 
и входящих в них аберрационных коэффи-
циентов приведены в приложении. 

Известно, что в отличие от тонкого ГОЭ 
при расчете аберраций объемного ГОЭ не-
обходимо учитывать его селективность [2; 
8]. В первом приближении (в непараксиаль-
ной области) координаты (х,у) крайних от 
оптической оси точек падения на ГОЭ 
предметной волны определяются из формул  

х = ((ξхc/2πnc)(3zS401/8 + 3z2S402/4))1/4,  

у = ((ξуc/2πnc)(3zS041/8 + 3z2S042/4))1/4, 
(3)

где параметры расстройки ξх = ξх(x,y,z) и  
ξу = ξу(x,y,z) характеризуют локальные вели-
чины отклонения от условий дифракции 
Брэгга. В общем случае условия (3) зависят 
от величины коэффициентов аберраций, 
обусловленных объемными свойствами ГОЭ, 
и толщины ГОЭ [2]. Параметры расстройки 
ξх и ξу для локальных областей ГОЭ могут 
быть определены, например, из теории свя-
занных волн или модовой теории [8; 9]. При 
оценочных расчетах величины ξх и ξу можно 
принять приблизительно равными π.  

Из характеристической функции V(x,y,z) 
объемного ГОЭ могут быть определены 
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геометрические аберрации Δх, Δу точек изо-
бражения по известным формулам 

Δх ≈ zi(∂V(x,y,z)/∂x), 

Δу ≈ zi(∂V(x,y,z)/∂у). 
(4)

В (4) величины аберраций Δх, Δу рассчи-
тываются с учетом (3). При этом отклонения 
Δх, Δу лучей от безаберрационного изобра-
жения представляются в виде суммы двух 
компонентов – аберраций тонкого ГОЭ и 
аберраций, обусловленных объемными свой-
ствами ГОЭ [1; 2].  

В сагиттальной плоскости объемного 
ГОЭ расстояния zc, zi от центра системы ко-
ординат до плоскостей предмета и изобра-
жения могут быть определены из условия 
отсутствия на рабочей длине волны c дефо-
кусировки ГОЭ и представлены в виде [6; 7] 

zc = 2F/(Po + 1), 

 
(5)

где F – фокусное расстояние объемного 
ГОЭ. 

Для отражающего объемного ГОЭ в (5) 
параметр Po  

Po =  

= [2(zo
2/zr

2 + 1)mx
2/(zo/zr + 1)2mz

2 – 1]1/2, 
(6)

а для пропускающего объемного ГОЭ в (5) 
параметр Po  

Po = (zo/zr + 1)oncmx
2/(zo/zr – 1)kcnomz, (7)

где zr, zo – расстояния от центра ГОЭ до ис-
точников сферических опорной и объектной 
волн; mх, mz – коэффициенты масштабиро-
вания вдоль осей Oх и Oz; k – порядок ди-
фракции. При замене коэффициента mx на 
my формулы (5)–(7) справедливы и для ме-
ридиональной плоскости объемного ГОЭ.  

Рассмотрим в сагиттальной плоскости  
(у = 0) типы аберраций Δхd, обусловленных 
деформацией объемного ГОЭ. Выражения, 
описывающие эти типы, могут быть полу-
чены из (4) вычислением частной произ- 
водной от геометрической аберрации Δх  
по величине внутреннего напряжения σ =  
= σ(σx,0,0)  

Δхd = (∂(Δх)/∂σx)Δσx, (8)

где Δσx – изменение внутреннего напряже-
ния в объеме ГОЭ вдоль оси Oх.  

Средний показатель преломления nc и 
коэффициенты масштабирования mх, mz  

в сагиттальной плоскости объемного ГОЭ 
могут быть представлены в виде  

nc = no(1 – (∂nc/no∂σx)Δσx), 

mх = 1 + Δσx/Е, 

mz = 1 – µΔσx/Е, 

(9)

где no – начальное значение показателя пре-
ломления ГОЭ; ∂nc/no∂σx, µ, Е – соответст-
венно коэффициент фотоупругости, коэф-
фициент Пуассона и модуль упругости 
объемного ГОЭ. Следует отметить, что в 
выражениях (9) слагаемые, прямо пропор-
циональные Δσx, характеризуют упругую 
деформацию. Знак «минус» в выражении mz 

указывает на уменьшение размера ГОЭ 
вдоль оси Oz при растяжении вдоль оси Ox. 
В (9) при малых деформациях модули вели-
чин ∂nc/no∂σx, Δmх,d, Δσx/Е, Δmz,d, µΔσx/Е 
много меньше единицы. 

Из (4), (8) с учетом (9) получаем сле-
дующие выражения аберраций Δхd, обу-
словленных деформацией объемного ГОЭ в 
сагиттальной плоскости изображения вдоль 
осей координат Ox и Oz: 

 для аберрации увеличения 

Δxd = (B100
 + zB101 + z2B102)Δzd, 

где в этом и в последующих выражениях 
аберраций  

Δzd = (∂zi/∂σx)Δσx = (kc/o) × 
× (1/zr ± 1/zо)(∂nc/no∂σx – 2/Е)zi

2Δσx, 

 для аберрации дефокусировки 

Δхd = 
= (∂F200/∂σx + z∂F201/∂σx + z2∂F202/∂σx) × 

× xziΔσx + (F200 + zF201 + z2F202)хΔzd, 

где  

∂F200/∂σx = 
= (kc/o)(1/zr ± 1/zо)(∂nc/no∂σx – 2/Е); 

∂F201/∂σx = 
= (kc/o)(1/zr

2
 ± 1/zо2) × 

× (∂nc/no∂σx – (2 – μ)/Е); 

∂F202/∂σx = 
= (kc/o)(1/zr 

3 ± 1/zо3) × 
× (∂nc/no∂σx – 2(1 – μ)/Е); 

 для сферической аберрации третьего 
порядка  

Δхd = (∂S400/∂σx + 3z∂S401/∂σx +  
+ 6z2∂S402/∂σx)x3ziΔσx/2 +  

+ (S400 + 3zS401 + 6z2S402)x3Δzd/2, 
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где  

∂S400/∂σx =
 (kc/o)(1/zr

3 ± 1/zо3) × 
× (∂nc/no∂σx – 4/Е); 

∂S401/∂σx =
 (kc/o)(1/zr

4 ± 1/zо4) × 
× (∂nc/no∂σx – (4 – μ)/Е); 

∂S402/∂σx =
 (kc/o)(1/zr

5 ± 1/zо5) × 
× (∂nc/no∂σx – 2(2 – μ)/Е); 

 для комы третьего порядка  

Δхd = 3(C300 + 3zC301 + 6z2C302)x2Δzd/2, 

 для астигматизма третьего порядка  

Δхd = (A200
 + 3zA201 + 6z2A202)xΔzd, 

 для кривизны поверхности изображе-
ния третьего порядка 

Δхd = (E200
 + 3zE201

 + 6z2E202)xΔzd/2, 

 для дисторсии третьего порядка 

Δхd = (D100
 + 3zD101

 + 6z2D102)Δzd/2.  

Аберрация увеличения и дефокусировка 
относятся к аберрациям первого порядка, 
хотя значение аберрации увеличения не за-
висит от поперечного размера ГОЭ и зада-
ется величиной Δzd. Величина дисторсии 
также не зависит от размеров объемного 
ГОЭ и определяется величиной Δzd. Анало-
гичным образом могут быть вычислены 
аберрации, обусловленные деформацией 
объемного ГОЭ в меридиональной плоско-
сти (х = 0) при внутреннем напряжении σ =  
= σ(σу,0,0).  

Приравнивая к нулю Δzd, получаем усло-
вие коррекции всех внеосевых аберраций 
третьего порядка, возникающих при упру-
гой деформации ГОЭ:  

∂nc/no∂σx = 2/Е. (10)

Условие (10) связывает между собой две 
разные характеристики объемного ГОЭ: мо-
дуль упругости и коэффициент фотоупруго-
сти. При возможности выбора материала 
ГОЭ с коэффициентом Пуассона μ много 
меньше единицы и с коэффициентом фото-
упругости, модулем упругости, удовлетво-
ряющим условию (10), дополнительно име-
ет место практически полное исправление 
дефокусировки и значительное уменьшение 
сферической аберрации третьего порядка.  

Таким образом, в работе предложена  
методика расчета аберраций первого и 
третьего порядков ГОЭ, обусловленных не-
изотропной деформацией его объема и ос-

нованная на разложении его характеристи-
ческой функции. Показано, что такая де-
формация объема ГОЭ вносит вклад в каж-
дый из двух типов аберраций первого 
порядка и пяти типов аберраций третьего 
порядка. В явном виде выделены аберрации, 
возникающие при упругой линейной де-
формации объема ГОЭ. Получено условие 
исправления внеосевых аберраций третьего 
порядка, обусловленных неизотропной де-
формацией объемного ГОЭ, а именно: про-
изведение модуля упругости и коэффициен-
та фотоупругости объема ГОЭ должно быть 
равно двум.  

Представленные результаты могут быть 
применены при разработке новых и совер-
шенствовании известных голографических 
материалов, обеспечивающих изготовление 
объемных ГОЭ, изображающие и аберраци-
онные свойства которых не зависят от не-
изотропной деформации. Полученные ре-
зультаты могут быть использованы при 
расчетах всех типов аберраций первого и 
третьего порядков, обусловленных неизо-
тропной деформаций объемного ГОЭ. 
Представленные выражения для расчета 
аберраций позволяют вычислить величины 
изменений внутренних напряжений объема 
ГОЭ при заданных допустимых значениях 
его аберраций.  
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Приложение 
 
 
 
Члены разложения первого порядка характеристической функции объемного ГОЭ  

 
V1(x,y,z) = (x2/2)(F200 + zF201

 + z2F202) + (y2/2)(F020 + zF021
 + z2F022) – 

– z(B001 + zB002) – х(B100 + zB101 + z2B102) – у(B010 + zB011 + z2B012), 
 

где коэффициенты аберраций первого порядка  
 
F200 = 1/zc

 ± 1/zi
 – (kμ/mx

2)(1/zr
 ± 1/zo), F020 = 1/zc

 ± 1/zi
 – (kμ/mу

2)(1/zr
 ± 1/zo), 

F201 = 1/zc
2 ± 1/zi

2 – (kμ/mx
2mz)(1/zr

2 ± 1/zo
2), F021 = 1/zc

2 ± 1/zi
2 – (kμ/mу

2mz)(1/zr
2 ± 1/zo

2),  
F202 = 1/zc

3 ± 1/zi
3 – (kμ/mx

2mz
2)(1/zr

3 ± 1/zo
3), F022 = 1/zc

3 ± 1/zi
3 – (kμ/mу

2mz
2)(1/zr

3 ± 1/zo
3), 

B100 = xc/zc
 ± xi/zi, B101 = xc/zc

2 ± xi/zi
2, B102 = xc/zc

3 ± xi/zi
3, 

B010 = yc/zc
 ± yi/zi, B011 = yc/zc

2 ± yi/zi
2, B012 = yc/zc

3 ± yi/zi
3, 

B001 =1– kμ/mz, B002 =1– kμ/mz
2 – для отражающего объемного ГОЭ, 

B001 = B002 = 0 – для пропускающего объемного ГОЭ. 
 
Члены разложения третьего порядка характеристической функции объемного ГОЭ 
 

V3(x,y,z) = – (x4/8)(S400 + 3zS401 + 6z2S402) – (x2y2/4)(S220 + 3zS221 + 6z2S222) – 
– (y4/8)(S041 + 3zS041 + 6z2S042) + (x3/2)(C300 + 3zC301+ 6z2C302) + (x2y/2)(C210 + 3zC211+ 6z2C212) + 

+ (xy2/2)(C120 + 3zC121
 + 6z2C122) + (y3/2)(C030 + 3zC031 + 6z2C032) – 

– (x2/2)(A200 + 3zA201 + 6z2A202) – xy(A110 + 3zA111
 + 6z2A112) – (y2/2)(A020 + 3zA021

 + 6z2A022) – 
– (x2/4)(E200 + 3zE201 + 6z2E202) – (y2/4)(E020 + 3zE021 + 6z2E022) +

 

+ (x/2)(D100 + 3zD101
 + 6z2D102) + (y/2)(D010 + 3zD011

 + 6z2D012), 
 
где коэффициенты аберраций третьего порядка  

 
S400 = 1/zc

3 ± 1/zi
3 – (kμ/mx

4)(1/zr
3 ± 1/zo

3); S040 = 1/zc
3 ± 1/zi

3 – (kμ/my
4)(1/zr

3 ± 1/zo
3); 

S401 = 1/zc
4 ± 1/zi

4 – (kμ/mx
4mz)(1/zr

4 ± 1/zo
4); S041 = 1/zc

4 ± 1/zi
4 – (kμ/my

4mz)(1/zr
4 ± 1/zo

4); 
S402 = 1/zc

5 ± 1/zi
5 – (kμ/mx

4mz
2)(1/zr

5 ± 1/zo
5); S042 = 1/zc

5 ± 1/zi
5 – (kμ/my

4mz
2)(1/zr

5 ± 1/zo
5); 

S220 = 1/zc
3 ± 1/zi

3 – (kμ/mx
2my

2)(1/zr
3 ± 1/zo

3);  
S221 = 1/zc

4 ± 1/zi
4 – (kμ/mx

2my
2mz)(1/zr

4 ± 1/zo
4); 

S222 = 1/zc
5 ± 1/zi

5 – (kμ/mx
2my

2mz
2)(1/zr

5 ± 1/zo
5); 

C300 = C210 = C120 = C030 = xc/zc
3 ± xi/zi

3; A200 = A110 = A020 = xc
2/zc

3 ± xi
2/zi

3;  
C301 = C211 = C121 = C031 = xc/zc

4 ± xi/zi
4; A201 = A111 = A021 = xc

2/zc
4 ± xi

2/zi
4; 

C302 = C212 = C122 = C032 = xc/zc
5 ± xi/zi

5; A202 = A112 = A022 = xc
2/zc

5 ± xi
2/zi

5;  
E200 = E020 = xc

2/zc
3 ± xi

2/zi
3; D100 = D010 = xc

3/zc
3 ± xi

3/zi
3; 

E201 = E021 = xc
2/zc

4 ± xi
2/zi

4; D101 = D011 = xc
3/zc

4 ± xi
3/zi

4;  
E202 = E022 = xc

2/zc
5 ± xi

2/zi
5; D102 = D012 = xc

3/zc
5 ± xi

3/zi
5; 
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Yu. Ts. Batomunkuev 
 

ABERRATIONS OF VOLUME CYLINDRICAL 
HOLOGRAPHIC OPTICAL ELEMENT 

 
 
The analytical expressions allowed to calculate the third-, fifth- and seventh-order monochromatic and chromatic ab-

errations are obtained for the cylindrical volume holographic optical element by method of the characteristic function. The 
formulas for coefficients of third-, fifth- and seventh-order aberrations are presented. It is noted that coefficients of the 
aberrations arising because of photo induced, thermally induced and deformation changes of refractive index and of sizes 
of the cylindrical volume holographic optical element can be isolated in these coefficients. It is shown that width of the 
working spectral range for reflection cylindrical volume holographic optical element is inversely proportional to its thick-
ness and for transmission holographic element is inversely proportional to square its thickness.  

Keywords: holographic optical element, aberration of hologram, spectral selectivity. 

 

 

 


