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СТАТИСТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ОДНОПРОХОДНЫХ ЛАЗЕРОВ 
НА СВОБОДНЫХ ЭЛЕКТРОНАХ НА ОСНОВЕ УРАВНЕНИЯ 
ДЛЯ ДВУХЧАСТИЧНОЙ КОРРЕЛЯЦИОННОЙ ФУНКЦИИ 

 
Возникновение генерации из начальных флуктуаций плотности тока электронного пучка в однопроходных ла-

зерах на свободных электронах (ЛСЭ), работающих в режиме сверхлюминесценции, обычно рассматривается  
в линейном приближении. В этом случае усиленные в ЛСЭ флуктуации линейно выражаются через начальные 
возмущения, усреднение по которым выполняется явным образом. В общем случае, когда влияние нелинейных 
эффектов становится существенным, такой подход использовать нельзя. За последние годы нами был разработан 
альтернативный подход к этой проблеме, основанный на цепочке уравнений Боголюбова – Борна – Грина –  
Кирквуда – Ивона (ББГКИ) для n-частичных функций распределения. Взаимодействие частиц в ЛСЭ является 
запаздывающим, но путем специального выбора независимой переменной, играющей роль времени, запаздывание 
можно исключить. Это позволяет записать цепочку ББГКИ, аналогичную той, которая используется в обычной 
статистической физике. В случае ЛСЭ, как и в физике плазмы, цепочку можно оборвать на втором уравнении (для 
двухчастичной корреляционной функции). Используя данный подход, мы рассматриваем несколько частных слу-
чаев, которые иллюстрируют особенности работы ЛСЭ в режиме сверхлюминесценции. 

Ключевые слова: лазеры на свободных электронах, дробовой шум, функция распределения. 
 
 
 
Введение 
 
В настоящее время коротковолновые  

лазеры на свободных электронах (ЛСЭ) яв-
ляются наиболее яркими источниками коге-
рентного рентгеновского излучения. По-
следние достижения в экспериментальной 
технике продемонстрировали возможность 
получения в ЛСЭ излучения с длиной волны 
до 0,1 нм. 

Коротковолновые ЛСЭ обычно работают 
в однопроходном режиме усилителя с 
большим коэффициентом усиления. Источ-
ником сигнала в них служат начальные 
флуктуации плотности тока, которые возни-
кают из-за дискретности отдельных элек-
тронов (дробовой шум). Поэтому излучение 
в ЛСЭ имеет стохастическую природу. Его 
параметры меняются случайным образом 
как от выстрела к выстрелу, так и в преде-

лах одного светового сгустка. Чтобы опре-
делить эти параметры для одного сгустка, 
необходимо решить уравнения движения 
для всех частиц совместно с уравнениями 
Максвелла.  

Поскольку число частиц в одном элек-
тронном сгустке является очень большим, 
выполнить такое вычисление в настоящее 
время не представляется возможным. Суще-
ствует два подхода к решению этой пробле-
мы, которые используются при компьютер-
ном моделировании работы ЛСЭ [1; 2]. 
Один из этих подходов основан на уравне-
нии Власова для сглаженного распределе-
ния частиц в шестимерном фазовом про-
странстве, которое решается совместно с 
уравнениями для поля излучения. В другом 
подходе для представления распределения 
электронов в пучке используются макрочас-
тицы. 
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В случае моделирования возникновения 
генерации из дробового шума при исполь-
зовании обоих подходов требуется уделять 
особое внимание начальным условиям.  
В частности, в программах, основанных на 
макрочастицах, используется специальная 
расстановка частиц, необходимая для по-
давления искусственно усиленного спон-
танного излучения [3]. Не вызывает сомне-
ния, что данный метод работает на 
линейной стадии, однако не является оче-
видным, что он дает правильные результаты 
на стадии насыщения. С другой стороны,  
в программах, основанных на уравнении 
Власова, сглаживание функции распределе-
ния приводит к искусственному подавлению 
начального дробового шума.  

Следует заметить, что не всегда требует-
ся знать параметры излучения для каждого 
сгустка. Для некоторых экспериментов су-
щественными являются параметры, усред-
ненные по многим выстрелам. Более того,  
в случае длинных электронных пучков такое 
усреднение может происходить и в одном 
выстреле. Усредненные параметры излуче-
ния могут быть также использованы для про-
верки программ, моделирующих одиночные 
выстрелы. Для этого необходимо усреднить 
результаты работы таких программ для раз-
личных начальных условий [4].  

Таким образом, актуальной задачей явля-
ется разработка адекватной аналитической 
теории и численного алгоритма, в которых 
рассматриваются усредненные параметры 
электронного пучка и излучения в ЛСЭ. Эта 
задача может быть решена путем использо-
вания стандартных методов статистической 
механики. Она уже рассматривалась ранее 
многими авторами, но, как правило, ее ре-
шение ограничивалось линейным случаем, 
для которого можно определить функцию 
Грина. При этом процедура усреднения по 
начальным условиям становится элементар-
ной.  

Последовательный нелинейный метод 
решения данной задачи был предложен в 
[5]. Он основан на цепочке уравнений Бого-
любова – Борна – Грина – Кирквуда – Ивона 
(ББГКИ), в которой используются только 
первые два уравнения для одночастичной 
функции распределения и двухчастичной 
корреляционной функции. В данный статье 
представлен короткий обзор этого метода,  
а также приводятся примеры его использо-
вания для некоторых частных случаев.  

Основы теории  
корреляционной функции 
 
Уравнения движения частиц 
 
При выводе уравнений движения мы де-

лаем ряд общепринятых допущений, кото-
рые включают в себя усреднение по перио-
ду ондулятора, параксиальное приближение 
для уравнений на поле излучения и резо-
нансный характер взаимодействия излуче-
ния с частицами. Поскольку движение час-
тиц в ондуляторе является параксиальным, 
траектории частиц практически не возму-
щаются полем излучения. При сделанных 
допущениях уравнения движения для k-й 

частицы с продольной координатой  kz , 

относительным отклонением энергии  k  и 
начальными координатами в четырехмер-

ном поперечном фазовом пространстве  kX  
могут быть записаны следующим образом: 
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где / /  – релятивистский фактор для сред-
ней продольной скорости опорной частицы; 

    ,k kz X  – возмущение продольной 

скорости из-за бетатронных колебаний;   – 
продольная «сила», действующая на k-ю 
частицу со стороны l-й частицы, скорость 
света предполагается равной единице. Мы 
предполагаем, что поле ондулятора равно 
нулю для отрицательных z и что 

    , 0k lz z  , если    k lz z  или   0lz  . 

Явное выражение для  может быть полу-
чено путем решения уравнений для поля 
излучения [5].  

Следует отметить, что (1) не является 
системой обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений (ОДУ), поскольку в ее пра-
вой части содержатся координаты частиц 

 lz  в запаздывающие моменты времени 
 lt t  . Тем не менее она имеет однозначное 

решение, которое может быть получено, 
если для каждой частицы известно время ее 
влета в ондулятор. Процедура нахождения 
решения данной системы может оказаться 
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достаточно сложной в общем случае, когда 
необходимо учитывать зависимость време-
ни запаздывания от поперечных координат. 
В нашем частном случае система (1) может 
быть переписана как система ОДУ. Для это-
го необходимо ввести новую независимую 
переменную t z   , которая в дальнейшем 
будет играть роль времени. Эту переменную 
можно рассматривать, как новую парамет-
ризацию мировых линий частиц в простран-
стве-времени (рис. 1). У нее также есть про-
стой физический смысл. Если расположить 
вдоль оси z часы с одинаковыми показания-
ми времени и запустить их, используя све-
товой импульс, распространяющийся из на-
чала координат в прямом направлении, то 
значении   в данной точке z будет равно 
«локальному времени», определяемому по 
показанию часов в этой точке. Существует 
прямая аналогия между новой переменной и 
поясным временем. Можно сказать, что ча-
сы в каждом часовом поясе синхронизуются 
по восходу Солнца. 

Из соотношения t z      (см. рис. 1) 
следует, что для произвольной функции 

   , ,f z t f z z    ее производная вдоль 

мировой линии частицы может быть запи-
сана следующим образом: 
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Принимая во внимание (2), можно написать 
окончательную систему уравнений:  
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где 2
/ /2    . Далее мы будем использовать 

2 1w wk    в качестве единицы длины для 

продольных координат. Здесь w  – период 
ондулятора. 

Начальные условия для системы (3) 
должны быть определены при const  . 

  
 

 
Рис. 1. Новая параметризация мировых линий частиц 
в пространстве-времени 

 
 
 

Они могут быть восстановлены из моментов 
времени влета частиц в ондулятор, если мы 
предположим, что частицы вне ондулятора 
друг с другом не взаимодействуют. 

 
Микроскопическая  
плотность распределения 
 
Система (3) не может быть решена непо-

средственно, поскольку число частиц явля-
ется очень большим. В решении этой систе-
мы нет необходимости, так как нас будут 
интересовать результаты, усредненные по 
начальным условиям. Для того чтобы вы-
полнить данное усреднение, удобно ввести 
микроскопическую плотность распределе-
ния (функция Климонтовича) в одночастич-
ном фазовом пространстве (z, Δ): 
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.k k k

k

z X
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(4) 
Здесь переменная X – это четырехмерный 
вектор начальных поперечных координат и 
углов. Следует отметить, что X не является 
динамической переменной. В данном случае 
это всего лишь набор параметров (четыре 
интеграла движения), который служит для 
«нумерации» траекторий частиц. Тем не ме-
нее далее мы будем называть шестимерное 
пространство (z, Δ, X) фазовым. Микроско-
пическая плотность распределения частиц  
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в фазовом пространстве (4) удовлетворяет 
уравнению непрерывности, которое эквива-
лентно исходной системе уравнений движе-
ния (3): 
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где    ( , , ),i i i i i ii z X d i dz d dX    .  

Величина  , , ;z X    имеет немного 

необычный физический смысл. Она являет-
ся плотностью распределения частиц в фа-
зовом пространстве на гиперплоскости 

const  . Для описания динамики частиц в 
ЛСЭ в качестве независимой переменной 
обычно используется z, а как продольные 
координаты используются 
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Здесь 2
0 / /2 wk k   – это резонансное волно-

вое число, а 0zV  – продольная скорость 
опорной частицы. Существует простое со-
отношение, связывающее плотности рас-
пределения для этих двух различных набо-
ров координат: 
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Также можно написать соотношение ме-

жду  , , ;z X    и обычными величинами, 

такими как ток или степень группировки 
пучка:  
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где N – это полное число частиц. 
 
Усреднение по начальным условиям 
 
Для того чтобы выполнить усреднение, 

необходимо ввести функцию распределения 
 Nf  координат частиц в 6N-мерном фазо-

вом пространстве, где N – это полное число 
частиц. Проинтегрировав эту функцию по  
N–s координатам частиц, можно также вве-
сти s-частичные функции распределения 

 sf . Для усредненных значений микроско-
пической плотности распределения и ее 
произведений получаются следующие вы-
ражения: 

       11, 1, 1, ,Nf NF       

   
           1 2

1, 2,

1, 1 2 1 1,2, .Nf N N f

    

      
 

Двухчастичная корреляционная функция 
G определяется из следующего соотноше-
ния: 

         2 1,2, 1, 2, 1,2, .f F F G       
В результате усреднения (5) получается 

цепочка уравнений ББГКИ для s-частичных 
функций распределения. В ЛСЭ число взаи-
модействующих частиц (в данном случае 
это число частиц на кооперационной длине, 
которое можно сравнить с хорошо извест-
ным параметром из физики плазмы – чис-
лом частиц в Дебаевской сфере), является 
большим, поэтому взаимодействие коллек-
тивное. Вклад двухчастичных взаимодейст-
вий довольно слабый. Это означает, что  
s-частичные функции распределения мало 
отличаются от произведения s-одночастич- 
ных функций (низкий уровень корреляций 
между частицами). Естественно, мы также 
предполагаем отсутствие начальных корре-
ляций между координатами частиц на входе 
в ондулятор (N-частичная функция распре-
деления равна произведению N одинаковых 
одночастичных функций), так что вторая и 
высшие корреляционные функции вначале 
равны нулю: 

(1,2,0) (1,2,3,0) ... 0.G H    
Используя эти предположения, мы мо-

жем обрезать цепочку ББГКИ, сохранив лишь 
два уравнения для одночастичной функции 
распределения и двухчастичной корреляци-
онной функции: 
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Здесь мы также учли осциллирующий ха-
рактер зависимости «силы» взаимодействия 
  от расстояния между частицами. Следует 
отметить, что второе уравнение содержит 
неоднородную часть, которая соответст- 
вует действию дробового шума. Левая часть 
первого уравнения – это уравнение Власова,  
а правая часть – это интеграл столкновений. 
Система уравнений (8) эквивалентна 
уравнениям Ленарда – Балеску в физике 
плазмы.  

 
 
Двухвременная  
корреляционная функция 
 
 
Для того чтобы определить некоторые 

величины, которые можно непосредственно 
наблюдать в эксперименте, недостаточно 
знать одновременную функцию распределе-
ния. Например, спектр тока пучка в некото-
рой точке z в ондуляторе может быть найден 
из двухвременной корреляционной функ-
ции, которая пропорциональна усредненно-

му произведению    1 21, 2,    , см. (7). 

Двухвременная функция удовлетворяет сле-
дующему уравнению: 
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Это уравнение необходимо решать с на-
чальным условием  

   
1 22 1 2 11, ;2, | 1,2, .G G      

Это означает, что его нельзя решить, не зная 
решения системы (8). 

Следует отметить, что некоторые вели-
чины могут быть определены непосредст-
венно из одновременной корреляционной 
функции, например, пиковая мощность или 
угловое распределение интенсивности излу-
чения. 

Случай несгруппированного пучка  
и однородного ондулятора 
 
Как правило, длина электронного сгустка 

в коротковолновых ЛСЭ много больше, чем 
кооперационная длина. В этом случае мож-
но использовать стационарное приближение 
несгруппированного пучка, которое позво-
ляет исключить из исходной системы (8) все 
производные по времени: 
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(10)
 
В данном случае обычно используют дру-
гую нормировку одночастичной функции 
распределения: 

 

(1)

1
, , 1.

2lim
L

L L

F

F z X d dXdz
L 



    
 

При этой нормировке величина N в уравне-
ниях (9)–(10) равна числу частиц на единице 

длины  0N I ek , где I – это средний ток 

пучка.  
Двухвременная корреляционная функция 

в стационарном случае зависит только от 
разности времен 

   2 1 2 2 1 21, ;2, 1,2, .G G       
Мы также ограничим наше рассмотрение 

теории корреляционной функции на случай 
ондулятора, однородного в продольном на-
правлении, и согласованных начальных бе-
та-функций. При этом продольная скорость 

 , ,zv z X  не зависит явно от z . Другими 

словами, мы пренебрежем модуляцией про-
дольной скорости, возникающей из-за бета-
тронных колебаний. 
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Линейная теория 
 
На линейной стадии можно пренебречь 

изменением функции распределения F, ко-
торое описывается уравнением (9), и вы-
полнить преобразование Лапласа от (10) по 

1z  и 2z . В результате получится следующее 

интегральное уравнение: 
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Решение для частных случаев 
 
Приближение холодного пучка 
 
В простейшем случае холодного пучка 

функция распределения в уравнении (11) 
имеет следующий вид: 

     , .F X F X     
С помощью следующего выражения можно 
ввести моменты корреляционной функции: 

 

 

1 1 2 2

1 2 2 1 2

, , ,

1,2 .

mn

m n

g s s

G d d d d
 

 



         1

r r

r r
 

 
Далее из уравнения (11) можно получить 

замкнутую систему уравнений для 00g  и 

10g . Для широкого пучка mng  зависит толь-

ко от разности 2 1r r . Выполнив преобразо-

вание Фурье по этой переменной, мы полу-
чим явное решение для 00g  
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 1,s k  – преобразование Лапласа и Фу-

рье от  1, 2  по 1 2z z  и 2 1r r , а N  – 

плотность частиц. 
Спектр флуктуаций в данной точке z  

можно определить как 
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 (12)

где 1 2s s s  , а  1 2 2zik s s  . Чтобы 

вычислить интеграл (12), необходимо ре-
шить дисперсионное уравнение 

 1 2, , 0D s s k  . 

Можно показать, что данное уравнение эк-
вивалентно системе двух уравнений; 
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,
1 2 0

s s k
N

s i


  


. 

Каждое из них является дисперсионным 
уравнением для линеаризованного одночас-
тичного уравнения Власова и относится к 
возмущению с частотой ω. Если исключить 
ω, то получится исходное дисперсионное 
уравнение D = 0. Принимая во внимание 

явный вид  1,s k , получаем следующую 

систему уравнений: 

 
 

22 2
1,2

2 3 2
1,2 1,2

1

16 0,

s

s i s

      

    
 

(13)

где 1   – параметр Пирса, а 
2

2

0

.
2 w

k

k k
   

Уравнение (13) может быть решено методом 
последовательных приближений. Решение  
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с максимальным значением  Re s  имеет 

следующий вид: 

1 2

221
2 3 1 ,

36

s s s  

           


 
(14)

где 1zk     . Из (14) видно, что длина 

нарастания 
1

2 3
G

w

L
k




 и характерная по-

лоса усиления на одной длине нарастания 

3 2 ,v    полученные в данной теории, 
совпадают с их значениями, полученными  
в общепринятой одномерной теории одно-
проходных ЛСЭ [6]. 

Нарастание поперечной когерентности 
описывается функцией, которая получается 
после обратного преобразования Фурье от 

 , ,zg z k k : 

 
2

23

36 2
0

( , , ) ~
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e e J k r k dk


 
    

  




 



 


 (15)

Здесь z  нормирована на GL , а r  – на 

0GL  ;  0J x  – функция Бесселя. Рису-

нок 2 иллюстрирует поведение (15), как 
функции z  и r для 0.  

 
Численное решение 
для одномерного случая  
и сравнение с квазилинейной теорией 
 
К сожалению, (9)–(10) не имеют анали-

тического решения на стадии насыщения, 
но можно относительно просто получить 
численное решение этих уравнений для од-
номерного случая. Хотя, возможно, это и не 
очень интересно с практической точки зре-
ния, результаты численного моделирования 
можно использовать для проверки результа-
тов, полученных в программах, моделирую-
щих отдельные выстрелы. В этом разделе 
представлено сравнение результатов, полу-
ченных в рамках подхода, основанного на 
корреляционной функции, с результатами, 
полученными при помощи программ, ис-
пользующих квазилинейных уравнения [7].  

В квазилинейном подходе решается сис-
тема уравнений для сглаженной плотности 
распределения в одночастичном фазовом 
пространстве с общепринятыми координа-
тами (τ, Δ) и z  в качестве независимой пере- 
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Рис. 2. Нарастание поперечной когерентности в слу-
чае широкого пучка 
 
 
 
менной. Мы предполагаем, что данное рас-
пределение является периодической функ-
цией τ 
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где H n  , а 2T H   – период по τ, 

который необходимо выбрать большим, чем 
несколько десятков кооперационных длин. 
В квазилинейном приближении имеется 
следующая система уравнений: 

0 2Re ,
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Во втором уравнении мы пренебрегли  
слагаемыми, пропорциональными произве-
дению амплитуды поля излучения Av и  
компонент функции распределения, осцил-
лирующих с удвоенной частотой. Это  
упрощение в нашем определении и называ-
ется квазилинейным приближением. Оно 
имеет простой физический смысл. Сущест-
вует два механизма, из-за которых прекра-
щается экспоненциальный рост сигнала в 
ЛСЭ. Один из них соответствует полной 
группировке пучка. Он работает в случае 
малого разброса продольных скоростей, на-
пример, в лампах бегущей волны. В случае 
коротковолновых ЛСЭ разброс продольных 
скоростей достаточно большой, поэтому
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Рис. 3. Спектральные распределения тока пучка, полученные в квазилинейном моделиро-
вании. Ступенчатые функции – один проход, гладкая кривая – результат усреднения  
по 1 000 проходам 
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Рис. 4. Зависимость «мощности» флуктуаций тока от 
продольной координаты в ондуляторе. Толстая крас-
ная кривая – подход на основе корреляционной функ-
ции, тонкая синяя кривая – квазилинейный подход,  
Lg – длина нарастания на линейной стадии 
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Рис. 5. Зависимость среднеквадратичной ширины спек-
тра от продольной координаты в ондуляторе. Толстая 
красная кривая – подход на основе корреляционной 
функции, тонкая синяя кривая – квазилинейный под-
ход 

увеличение длины нарастания из-за роста 
энергетического разброса наступает раньше, 
чем могут возникнуть высшие гармоники  
в модуляции плотности. Этот механизм и 
описывается квазилинейными уравнениями. 
Для описания работы ЛСЭ в режиме усили-
теля спонтанного излучения данные уравне-
ния необходимо решать с начальными  
условиями, соответствующими дробовому 
шуму. Начальная функция распределения в 
этом случае может быть получена следую-
щим образом. Вначале запишем микроско-
пическую плотность распределения: 
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где TN  – число частиц на один период. Вы-

полнив преобразование Фурье от (17), полу-

чим следующее выражение для  0f   : 
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где  1k k      – случайные фазы с рав-

номерным распределением. Для численного 
моделирования дельта-функции необходимо 
заменить ступенчатыми функциями 
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где  

  1   , если  0.5 ,0.5H H   ,  

  0    в других случаях,  

 0m T mN N F H    – число частиц в 

m-м интервале энергий.  
Принимая во внимание, что для суммы 
большого числа случайных фазоров 
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имеется распределение 
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получим окончательное выражение для 
f0v(Δm): 
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где H  – шаг по  , 1,2I  – случайные числа 

с равномерным распределением в интервале 

 0,1 . 

Чтобы сравнить два подхода, необходи-
мо установить между ними соответствие. 
Принимая во внимание (6) и (16), можно 
получить следующее соотношение: 
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Рис. 6. Спектр и распределение по энергиям для различных продольных 
положений пучка в ондуляторе. Непрерывная кривая – результат вычисле-
ний с использованием корреляционной функции, отдельные точки – ква-
зилинейное моделирование 
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где угловые скобки обозначают усреднение 
по начальным условиям. Из этого соотно-
шения можно определить две величины, 
которые можно вычислить и сравнить в 
обоих случаях:  
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Выполним сравнение для следующего на-
бора параметров: параметр Пирса ρ = 5·10–4, 
энергетический разброс σΔ = 0,5ρ, число 
частиц, приходящихся на одну длину волны 
излучения 

0

410N  . Описание численного 

алгоритма может быть найдено в [8]. Усред-
нение в квазилинейных вычислениях вы-
полнялось по 1 000 различных начальных 
условий. Спектральное распределение, ко-
торое получается для одного начального 
условия, показано на рис. 3. Результаты 
сравнения двух подходов представлены на 
рис. 4–6. 

 
Заключение 
 
В работе представлен обзор нового под-

хода к теории однопроходных ЛСЭ, а также 
описаны новые аналитические и численные 
результаты. В частности, сравнение с квази-
линейной теорией показало хорошее согла-
сие результатов, полученных в рамках этих 
двух подходов. Подход, основанный на ис-
пользовании корреляционной функции, яв-
ляется полезным как для качественного по-
нимания процесса возникновения генерации 

из шумов, так и для получения надежных 
численных результатов. К настоящему мо-
менту получено решение только для упро-
щенной модели, но в принципе этот подход 
можно использовать и для моделирования 
реальных ЛСЭ.  
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STATISTICAL THEORY OF THE SASE FEL  
BASED ON THE TWO-PARTICLE CORRELATION FUNCTION EQUATION 

 
The startup from noise problem in SASE FELs is usually treated in linear approximation. In this case amplification of 

initial density fluctuations may be calculated, and averaging over initial conditions may be fulfilled explicitly. In general 
nonlinear case the direct averaging is not applicable. During last years we developed the approach based on the BBGKY 
hierarchy for the n-particle distribution functions. The interaction of particles in FEL is retarded. Nevertheless, using spe-
cial time-coordinate transformation, it is possible to eliminate the interaction lag and then to write down the BBGKY 
equations. Similar to plasma physics, the equations may be truncated after the second one (for the two-particle correlation 
function). Using this approach we consider several particular cases which illustrate some peculiar features of the SASE 
FEL operation. 

Keywords: free electron laser, shot noise, distribution function. 


