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РАСЧЕТ ДВУХВРЕМЕННОЙ КОРРЕЛЯЦИОННОЙ ФУНКЦИИ  
НА ЛИНЕЙНОЙ СТАДИИ УСИЛЕНИЯ В ОДНОПРОХОДНОМ ЛАЗЕРЕ  

НА СВОБОДНЫХ ЭЛЕКТРОНАХ 
 

 
Недавно был предложен новый подход к теории лазеров на свободных электронах (ЛСЭ), работающих в ре-

жиме сверхлюминесценции. Этот подход основан на цепочке уравнений Боголюбова – Борна – Грина – Кирк- 
вуда – Ивона (ББГКИ), адаптированной для случая ЛСЭ. Данный подход фактически является единственным 
логически обоснованным способом описания явления возникновения генерации из дробового шума в ЛСЭ. Для 
вычисления усредненного спектра излучения необходимо знать двухвременную корреляционную функцию.  
В данной статье получено решение уравнения для двухвременной корреляционной функции на линейной стадии 
работы ЛСЭ. 
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Введение 
 
Хорошо известно, что принцип работы 

лазеров на свободных электронах (ЛСЭ) в 
режиме сверхлюминесценции основан на 
усилении начальных флуктуаций плотности 
тока, которые присутствуют в электронном 
пучке из-за дискретности частиц. Поэтому 
излучение в таком ЛСЭ является случайным 
процессом. Его параметры имеют стохасти-
ческую природу, и их невозможно опреде-
лить для одного светового сгустка. Но па-
раметры, усредненные по многим сгусткам, 
подчиняются некоторым детерминирован-
ным статистическим законам, и могут быть 
вычислены методами статистической меха-
ники. Следует отметить, что такое усредне-
ние может автоматически происходить в 
эксперименте, когда накапливаются данные, 
полученные за много выстрелов. 

Регулярный способ усреднения, который 
применительно к ЛСЭ был недавно предло-
жен в работах [1–3], основан на цепочке 
уравнений Боголюбова – Борна – Грина – 

Кирквуда – Ивона (ББГКИ). Этот способ 
позволяет вычислять корреляционную функ-
цию тока пучка в зависимости от выбранной 
специальным образом переменной времени. 
Для того, чтобы определить многие важные 
характеристики излучения такие, как усред-
ненная спектральная плотность, необходимо 
знать двухвременную корреляционную функ-
цию. Уравнение на двухвременную корре-
ляционную функцию, как и цепочка уравне-
ний ББГКИ, может быть получено путем 
усреднения уравнения непрерывности для 
микроскопической плотности распределе-
ния [4].  

В этой статье получено явное решение 
уравнения для двухвременной корреляци-
онной функции в одномерном случае на ли-
нейной стадии процесса усиления в ЛСЭ. 

 
Поле излучения  
единичного электронного сгустка 
 
Рассмотрим вначале поле излучения  

одного электронного сгустка. Векторный  
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потенциал этого поля в параксиальном при-
ближении может быть найден из следующе-
го выражения: 
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где t z    – новая независимая переменная, 

играющая роль времени [1], а  , ,j r z 
 

 – 

плотность тока пучка, представленная в ви-
де функции от  . 
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Здесь и далее мы предполагаем, что ско-
рость света 1c  . 

Плотность тока для одного сгустка (2) 
может быть выражена через микроскопиче-
ское распределение плотности частиц 
(функцию Климонтовича) в одночастичном 
фазовом пространстве  ,z   [4]: 
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где 2

/ /2     – нормированная переменная 

времени, 0     – относительное откло-

нение от равновесной энергии, а  0 0,X r r
   – 

четырехмерный вектор начальных попереч-
ных координат и углов. Мы предполагаем, 
что продольное движение не оказывает 
влияния на поперечное, и что частицы дви-
жутся по заданным траекториям. Выраже-
ние (3) можно рассматривать как набор  
распределений, пронумерованных непре-
рывным индексом X. Другими словами, для 
каждой поперечной траектории  ,r r X z

 
 

имеется свое собственное распределение 
частиц в продольном фазовом пространстве. 
Существует также обратное отображение  
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с Якобианом  
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Для электронного пучка, движущегося в 
ондуляторе, поперечная плотность тока мо-
жет быть записана следующим образом: 
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(4)
где  1 sin wV K k z

    поперечная скорость 

быстрых колебаний (K – параметр ондуля-
торности, kw – волновое число ондулятора), 

а   1 2
||1 2zV     ( ||  – релятивистский фак-

тор для продольной скорости электронов). 
Продольное расстояние между двумя части-

цами для заданного момента θ в   1
1 zV   

раз больше, чем расстояние для заданного 
момента t. Поэтому данный фактор появил-
ся в уравнении (4). 

Подставляя (4) в (1), можно получить  
явное выражение поля излучения одного 
сгустка через микроскопическую плотность 
распределения (3). 

 
Параметры излучения,  
усредненные по многим выстрелам 
 
Большинство важных параметров таких, 

как мощность и усредненная спектральная 
плотность, могут быть найдены из корреля-
ционной функции для поля излучения: 
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В случае несгруппированного пучка вы-
ражение (5) зависит только от разности мо-
ментов времени 2 1t t  или эквивалентно от 
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В этом случае спектральная плотность 
излучения в некоторой заданной точке на-
блюдения  ,r z  может быть вычислена че-

рез преобразование Фурье от корреляцион-
ной функции (6) по разности времен. 

После подстановки явного выражения 
для поля излучения (1) с плотностью тока 
(4) в (6) становится очевидным, что для вы-
числения корреляционной функции полей 
необходимо найти усредненное произведе-
ние микроскопических распределений плот-

ности (3)    1 21, 2,    , в котором со-

множители берутся в разные моменты 
времени. 

Это произведение можно выразить через 
сумму одночастичной двухвременной и двух-
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частичной двухвременной функций распре-
деления [4]: 
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(7)
где N  – полное число электронов (или для 
несгруппированного пучка – число электро-
нов на единицу длины). 

Обе эти функции удовлетворяют похо-
жим уравнениям, но для них используются 
разные начальные условия 
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где  11,F   – одночастичная одновремен-

ная, а  (2)
11,2;f   – двухчастичная одно-

временная функции распределения. 
В свою очередь, двухчастичную двух-

временную функцию распределения можно 
разбить на два слагаемых 
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где  2 1 21, ;2,G    – так называемая двухчас-

тичная двухвременная корреляционная функ-
ция. 

В случае несгруппированного пучка 

 11,F   не зависит от времени, а первое 

слагаемое в уравнении (9) не дает вклада в 
коррелятор (6). Основные параметры коге-
рентного излучения ЛСЭ можно получить 
из второго слагаемого. Следует также отме-
тить, что вклад одночастичной двухвремен-
ной функции распределения – первое сла-
гаемое в уравнении (7) – соответствует 
спонтанному излучению. 

 
 
Двухвременная  
корреляционная функция 
 
Уравнение  
на корреляционную функцию 
 
Двухвременная корреляционная функция 

удовлетворяет следующему уравнению [4] 
 

 

       

1 2 1 2
1 1

2 1 2
1

1, ;2,

1
1,3 3, ;2, 3 ,

G
z

F
N G d

  
       


    
 

 

(10)

где    2
/ /, , 1 2 2 ,z X z X           – 

продольная скорость, а  1,2  – сила взаи-

модействия между двумя частицами [1]. В ка-
честве единицы измерения длины здесь ис-
пользуется величина 2 1 .w wk    

Данное уравнение необходимо решать со 
следующим начальным условием 

   
1 22 1 2 11, ;2, | 1,2, ,G G      (11)

где  11,2,G   – одновременная корреляци-

онная функция. 
Для простоты мы ограничимся рассмот-

рением одномерного случая и несгруппиро-
ванного пучка. Результаты данного рас-
смотрения применимы как для модели 
заряженных листов, так и для модели тонко-
го пучка. Отличаться будет лишь конкрет-
ный вид силы взаимодействия. При сделан-
ных допущениях уравнение (10) может быть 
записано в следующем виде: 

   

 

   
1

1 2 1 1 2 2
1

1 1
1

1 3 2 3 3 2 2 3 3

0

1 2 , , , ;

,

, , , ; ,
z

G z z
z

N F z

z z G z z d dz




  
         


   



       

 

(12)
где 1 2     . 
 

 
Решение для линейного случая 
 
Уравнение (12) может быть решено на 

линейной стадии, когда функция распреде-
ления  ,F z   не зависит от z. Используя 

преобразование Лапласа по переменным τ, 
z1 и z2 и принимая во внимание начальное 
условие (11), можно записать следующее 
уравнение: 
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(13)
Дальнейшее упрощение может быть полу-
чено путем введения моментов корреляци-
онной функции 
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Эти моменты удовлетворяют цепочке 
уравнений, которая может быть получена 
путем интегрирования уравнения (13) по 
энергии. Для случая холодного пука, когда 
   F     , эта цепочка сводится к замк-

нутой системе двух уравнений 
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Эта система легко решается. В результа-
те получается следующее выражение 
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   (14) 

где  0,0 1 2,g s s  и  1,0 1 2,g s s  могут быть най-

дены с использованием метода аналогично-
го тому, который уже применялся ранее  
в случае одновременной корреляционной 
функции [2]: 
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Введем обозначение для полюсов выра-
жения (14) 

   1,2 1 1 1 1 12p s i Ns s s i s         

и сделаем обратное преобразование Лапласа 
по р. В результате получим 
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 (15) 
Чтобы выполнить обратное преобразование 
Лапласа по переменным 1s  и 2s , необходи-

мо определить полюса уравнение (15), кото-
рые могут быть найдены из дисперсионного 
уравнения 

1 2( , ) 0D s s   

Можно показать, что это уравнение эк-
вивалентно системе двух уравнений 
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 (16)

где ω – произвольное комплексное число. 
Удобно ввести следующие переменные 

1 2s s s   и  1 2 2zik s s  . Тогда из обрат-

ного преобразования Лапласа от выражения 
(15) по s можно определить зависимость 

0,0
2G  от  1 2 2z z z  , а из обратного пре-

образования Фурье по kz находится зависи-
мость от 1 2x z z  .  

Используя преобразование Лапласа от 
уравнения (15) и предполагая, что длина 
нарастания 1gL  , можно определить 

асимптотическое поведение корреляцион-
ной функции для больших gz L  
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N
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где  zs k  и  zk  – решения уравнения 

(16). Можно легко показать, что  

   z zk k     

и 

   z zs k s k   . 

Чтобы из (17) получить окончательное 
выражение для корреляционной функции, 
необходимо вычислить следующий инте-
грал: 

 0,0
2 , ;G z x    
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Поскольку показатель экспоненты со-

держит большую величину z, для вычисле-
ния интеграла можно воспользоваться мето-
дом перевала. Для этого достаточно найти 
точки экстремума показателя экспоненты 

     z z z zk s k z i k ik x      , в которых 

 0 0
zk k  . Используя данный метод, мож-

но получить следующее выражение для 
корреляционной функции: 
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(18)

 
 
Модель заряженных листов 
 
В качестве примера рассмотрим одно-

мерную модель заряженных листов, которая 
широко используется в теории ЛСЭ [6].  
В рамках данной модели можно получить 
следующее выражение для силы взаимодей-
ствия между частицами 
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sN s
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где 1   – параметр Пирса. 
Решение дисперсионных уравнений (16) 

для силы взаимодействия такого вида может 
быть получено методом последовательных 
приближений. Проще всего его записать в 
неявном виде: 
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где δ – некоторый малый параметр. 
Для простоты найдем корреляционную 

функцию только для x = 0. Нахождение кор-
реляционной функции в общем случае не 
вызывает каких-либо затруднений, но ко-
нечное выражение получается слишком 
громоздким. 

Можно легко показать, что в точке экс-

тремума 0

9
.

3
i

z
 

    Принимая это во 

внимание и подставляя (19) в (18), получаем 
следующее выражение: 

 

 

23

4
0,0
2

1
,0;

2 3

27
cos( ) sin .

32 3

g g

z
L zL

g

e eG z
N zL

z




  


 
    
 

 

(20)

где 1 2 3gL    – длина нарастания. Преоб-

разование Фурье от (20) по τ пропорцио-
нально спектральной плотности тока в неко-
торой точке z внутри ондулятора 
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где ширина спектра 3 2 gzL   получа-

ется такой же, как и в общепринятой одно-
мерной теории ЛСЭ [6]. 

 
Заключение 
 
В данной статье мы показали, что для 

вычисления усредненного спектра излуче-
ния в однопроходном ЛСЭ необходимо знать 
двухвременную корреляционную функцию. 
Мы также получили явное выражение для 
этой функции в случае простейшей одно-
мерной модели. 
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CALCULAITON OF THE SASE FEL TWO-TIME CORRELATION FUNCTION  
AT THE LINEAR STAGE OF AMPLIFICATION 

 
 

The new approach for the SASE radiation properties calculation was proposed recently. It is based on the use of 
BBGKY chain of equations, adapted for FEL. In fact, it is the only known logically correct way to describe the SASE 
phenomenon. The two-time correlation function is necessary for calculation of averaged SASE spectrum. The solution  
of the correlation function equation for linear stage of SASE process is obtained. 

Keywords: free electron laser, shot noise, correlation function. 


