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ОБ ИСПОЛЬЗОВАНИИ УРАВНЕНИЙ МАКСВЕЛЛА  

ПРИ ЧИСЛЕННОМ МОДЕЛИРОВАНИИ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ  
ЛАЗЕРНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ С МАТЕРИАЛАМИ 

 
На основе уравнений Максвелла сформулированы постановки ряда задач о распростране-

нии и поглощении лазерного излучения применительно к моделированию процессов лазер-
ной обработки материалов: резки, сварки, сверления металлов, селективного лазерного плав-
ления и спекания порошков. Реализован на языке фортран, с элементами распараллеливания 
вычислений, алгоритм численного решения уравнений Максвелла методом Finite Difference 
Time Domain (FDTD), и изучены особенности постановки ряда граничных условий примени-
тельно к задачам лазерного взаимодействия для изотропных сред.  
Ключевые слова: численные решения уравнений Максвелла, лазерное излучение, гауссов 

пучок, лазерная обработка. 
 
 
 
Введение 
 
С развитием лазерных технологий лазеры 

стали с успехом применяться для резки, 
сварки и сверления материалов [1]. Кроме 
того, в настоящее время активно развивает-
ся область изготовления сложных 3D-объек- 
тов (3D-печать, прототипирование трехмер-
ных изделий), которые из-за их малых  
размеров или сложной формы невозможно 
изготовить на токарных и фрезерных стан-
ках. Использование лазеров в этой области 
демонстрирует отличные перспективы [1; 2].  

Характер и эффективность воздействия 
лазерного излучения на вещество определя-
ется плотностью потока энергии электро-
магнитного поля. Поглощательная способ-
ность материалов также играет важную роль 
во всех лазерных технологических процес-
сах. 

В области задач взаимодействия лазерно-
го излучения с веществом для расчета по-

глощаемой мощности излучения принято 
использовать приближение геометрической 
оптики [3–13]. Связано это с тем, что в по-
добных задачах со сложными границами 
раздела сред непосредственное использова-
ние уравнений Максвелла весьма затрудне-
но. Однако приближение геометрической 
оптики не всегда является правомерным, так 
как характерные геометрические размеры 
физических объектов могут оказаться срав-
нимы с длиной волны излучения. Использо-
вание численных методов решения диффе-
ренциальных уравнений Максвелла, без 
привлечения приближения геометрической 
оптики, также не лишено недостатков. 

Одним из численных методов, простым  
в реализации, является метод Finite Differen- 
ce Time Domain (FDTD) [14]. Одним из его 
недостатков можно считать необходимость 
густой пространственной сетки для разре-
шения длины волны излучения, что с увели-
чением геометрических размеров расчетной 
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области задачи влечет за собой быстрое 
приближение требуемой машинной памяти 
к пределу. Другими словами, метод позво-
ляет решать уравнения Максвелла лишь  
в небольшой пространственной области, 
обычно недостаточной для поставленных 
задач (в кубике с ребром около пяти длин 
волн). Однако развитие компьютерных тех-
нологий в настоящее время позволяет про-
водить вычисления параллельно на боль-
шом количестве процессоров с большим 
суммарным ресурсом памяти. Что в свою оче-
редь позволяет использовать метод FDTD для 
задач с более широкими геометрическими 
рамками. 

Пользуясь достижениями компьютерных 
технологий, развитым численным методом 
(FDTD) и возможностью распараллеливать 
процесс вычисления (посредством Massage 
Passing Interface), в данной работе реализо-
ван алгоритм расчета FDTD, использовано 
поглощающее граничное условие Perfectly 
Marched Layer (PML), реализован источник 
излучения гауссова пучка, проведены трех-
мерные численные расчеты электромагнит-
ных полей в нескольких задачах моделирова-
ния лазерного взаимодействия с материалами.  

 
Численный метод 
 
Уравнения Максвелла. Безразмерные ро-

торные уравнения Максвелла имеют вид: 
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Здесь ,H E  – магнитное и электрическое 

поле, *, , ,     – магнитная проницаемость 
и магнитная проводимость, диэлектрическая 
проницаемость и электрическая проводи-
мость сред соответственно, ист ист,M J  – маг-
нитный и электрический токи. Согласно [14] 
дополнительные члены *

ист ,M   в (1) отве-
чают за наличие гипотетических магнитных 
зарядов и токов, используемых для модели-
рования поглощающего граничного усло-
вия.  

Безразмерные уравнения Максвелла по-
лучены с использованием масштабов  , 

/T c   и 0E для пространственных пере-
менных, времени и напряженностей полей 

соответственно. При этом безразмерные ве-
личины выражаются через величины СГС 
так: 

/ ,  /r r t ct    , 
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где c – скорость света в вакууме. 
Удовлетворение расчетных полей дивер-

гентным уравнениям Максвелла ( div 0,B   

div 0D  ) проверяется прямым вычисле- 
нием. 
Поглощающее граничное условие. Для ре-

шения дифференциальных уравнений Мак-
свелла необходимо задавать значения полей 

,H E  или их производные, которые на уда-
ленной границе, заранее неизвестны. При 
этом численное решение задачи с использо-
ванием конечно-разностной схемы реализу-
ется в области конечных размеров. Проблема 
разрешается заданием граничного условия, 
имитирующего бесконечность, а именно: на 
внешней границе расчетной области вво-
дится Perfectly Marched Layer (PML) – тон-
кий пространственный слой (достаточно 8 
сеточных узлов в толщину) синтетического 
вещества [14], поглощающего все падающее 
излучение. Поглощающий слой PML харак-
теризуется отличной от нуля проводимо-
стью гипотетических магнитных зарядов 

*
ист ,M   в (1). 
Расчетная схема. Основу метода FDTD 

составляет представление производной функ-
ции в виде центральной разности значений 
функции, например 
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применительно к роторным уравнениям 
Максвелла (1) относительно всех четырех 
переменных: x, y, z, t. Поэтому пространст-
венная сетка имеет шахматный вид. Кроме 
того, поля вычисляются не в единый момент 
времени (рис. 1). 

В явном виде записывается численная 
схема [14], по которой значения полей в не-
который момент времени вычисляются че-
рез их пространственные распределения в 
предыдущие моменты времени. Двумерные 
и трехмерные задачи решаются на равно-
мерной сетке в декартовой системе коорди-
нат. Для примера ниже приведена формула 
расчета одной из шести компонент электро-
магнитного поля: 
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Здесь индексами обозначено: n  – времен-
ной шаг, ,  ,  i j k  – номера пространственных 
узлов по x, y, z соответственно. 

Метод FDTD позволяет вычислять элек-
тромагнитное поле в ограниченном трех-
мерном объеме в каждый момент времени  
с учетом пространственного распределения 
диэлектрической и магнитной проницаемо-
стей, проводимости и токов.  
Распараллеливание вычислений. С одной 

стороны, пространственная сетка должна 
быть мелкой, чтобы имелась возможность 
разрешать длину волны, с другой стороны, 
имеется ограничение оперативной памяти, 
которое не позволяет создавать слишком 
большие массивы данных в процессе расче-
та. Размер массива тесно связан с количест-
вом расчетных узлов. При реализации алго-
ритма FDTD размер оперативной памяти ПК 
ограничивает размер кубического объема 
параметрами 100×100×100 узлов. При необ-
ходимости разрешать длину волны как ми-
нимум двадцатью узлами получается, что 
расчетный объем должен иметь ребро с дли-
ной, не превышающей 5 длин волн (рис. 2, а). 
Поэтому для решения более крупных про-

странственных задач используется вычисли-
тельный кластер и алгоритм распараллелен 
на «процессы». Для распараллеливания вы-
бран метод Message Passing Interface (MPI). 
Порядок нумерации «процессов» следую-
щий: сначала по оси x, далее по оси y, сле-
дом по оси z (рис. 2, б).  

Использованы следующие операции для 
«процессов»: определение номеров сосед-
них «процессорных» объемов; отправление 
данных соседним «процессам»; получение 
данных от соседних «процессов». Благодаря 
этим операциям в конце каждого расчетного 
шага по времени каждый «процесс» получа-
ет от соседних «процессов» новые гранич-
ные условия. 

Преимущество распараллеливания в дан-
ном случае заключается в том, что суммар-
ный размер памяти, используемой всеми 
«процессами» в вычислительном кластере, 
значительно больше размера памяти персо-
нального компьютера. Таким образом, при 
использовании вычислительного кластера 
становится возможным рассчитывать гео-
метрически более объемные задачи, чем при 
использовании персонального компьютера. 

 
 

        
а                                                    б 

 
Рис. 1. Расчетная сетка:  

а – ячейка пространственной сетки; б – временная последовательность вычисления полей 
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Рис. 2. Распараллеливание: 

а – расчетная область одного «процесса»; б – схема нумерации «процессов» первого слоя по оси z 
 
 
 
Источник излучения. Лазерное излучение 

моделируется гауссовым пучком [15-17]. 
Для введения в расчетную область электро-
магнитной волны, распространяющейся в 
виде гауссова пучка, в реализованном чис-
ленном алгоритме FDTD используется сла-
гаемое истJ  в правой части уравнений Мак-
свелла (1), играющее роль источника 
излучения, а именно: на некоторой плоско-
сти, истz z , задается ток с фазой и ампли-
тудой колебаний, которые соответствуют 
аналитическому выражению «гауссов пу-
чок»: 
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Здесь введены обозначения:  
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При получении выражения (2) использу-
ется условие 0   , где 0  – размер попе-

речной перетяжки гауссова пучка,   – дли-
на волны. Откуда следует, что чем ближе 
размер перетяжки 0  к длине волны  , тем 
приведенное аналитическое выражение га-
уссова пучка (2) меньше отражает свойства 
решения исходных уравнений Максвелла. 

Однако в задачах лазерного взаимодействия 
с материалами эти размеры могут быть 
сравнимы: 0   . Следовательно, числен-
ные решения могут не совпадать с (2). 

В зависимости от типа нужной поляриза-
ции в алгоритме используются следующие 

выражения для компонент источника истJ 


 

( , , )x y zJ J J : в случае линейной поляриза-

ции (рис. 3) −  

ист( , , ) Re(ψ)xJ x y z  , 

ист ист( , , ) ( , , ) 0y zJ x y z J x y z  ; 

в случае круговой поляризации −  

ист( , , ) Re(ψ)xJ x y z  ,  

ист( , , ) Im(ψ)yJ x y z  , ист( , , ) 0zJ x y z  . 

Между аналитическим и численным ре-
шениями (рис. 3, а, б) в области каустики и 
границы тени наблюдаются отличия (~ 4 %, 
рис 3, в). Здесь можно вспомнить о том, что 
аналитическое решение «гауссов пучок» 
само по себе является не точным решением 
уравнений Максвелла, а решением прибли-
женного уравнения, использование которого 
имеет требование – перетяжка много боль-
ше длины волны. В рассматриваемом случае 
перетяжка сравнима с длиной волны, что не 
принципиально для численного решения,  
но принципиально для соответствия анали-
тического выражения «гауссов пучок» ре-
шению уравнений Максвелла. 

Кроме того, в расчете имеет место не- 
нулевая компонента поля Ey, которая в ана-
литическом решении для плоскополяри- 
зованного пучка полагается равной нулю.
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а                                      б                                      в 

 
Рис. 3. Амплитуда колебания компоненты Ex: 

а – численное решение (1 – плоскость источника излучения); б – аналитическое решение;  
в – прямая разность решений Δ2 
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Максимальное значение поля Ey составляет 
0,1 % от максимального значения поля Ex.  

Таким образом, несмотря на нарушение 
требования 0   , численное решение от-
личается от аналитического выражения «га-
уссов пучок» лишь на несколько процентов 
в области каустики и на границе свето- 
тени. 
Задание материальных трехмерных объ-

ектов. Материальные трехмерные объекты 
в расчетах задаются своими значениями  

( , , )x y z   , ( , , )x y z   , ( , , )x y z    

в пространственных узлах расчетной сетки.  

Тестовые расчеты с материальными объ-
ектами хорошо согласуются с такими ана-
литическими положениями электродинами-
ки как:  

 значение коэффициента отражения 
плоской волны от плоской границы раздела 
двух диэлектрических сред, 

 равенство угла падения углу отраже-
ния (рис. 4, а), 

 значение толщины скин-слоя (рис. 4, б). 
Так как токовая плоскость (пунктирная 

линия на рис. 4, а) излучает по нормали в 
обоих направлениях одинаково, то в верх-
нюю часть токовой плоскости электромаг-  

Рис. 4. Гауссов пучок и наклонная 
поверхность «металла»: а – мгно-
венное значение компоненты Ex в 
вакууме (пунктиром показано 
положение излучающей плоско-
сти); б – амплитудное значение 

AE E


 в «металле» 100   
y y 

z 

z 
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Рис. 5. Задача о взаимодействии гауссова пучка с ка-
верной: а – схема распространения лазерного излу- 
чения в каверне (Oz направлена вниз); б – рассчитан- 
ная методом FDTD амплитуда колебаний электриче- 
ского поля (Oz направлена вверх) 
 

 
Рис. 6. Сравнение двух методов расчета: 1 – FDTD;  
2 – геометрическая оптика 

нитная волна распространяется свободно.  
В нижней части от токовой плоскости волна 
взаимодействует с поверхностью «металла» 
и отражается от неё пол углом 45 °. Таким 
образом, наблюдаемая на рис. 4, а картина 
отражения лазерного излучения согласуется 
с законом Снелиуса: «угол падения равен 
углу отражения».  

На рис. 4, б представлено распределение 
амплитудного значения электрического по-
ля в поверхностном слое «металла» (скин-
слое). Линией черного цвета под углом 45 ° 
обозначена граница «металла» («металл» 
снизу). 

Расчет аналитической толщины скин-слоя 
производится по формуле из [18]:  

2 2c      , 

где 1   см – длина волны, 4 с      
= 100 – безразмерная проводимость,   

2с     – безразмерная частота. Анали-

тическая толщина составляет 0,1   см, что 
совпадает по порядку величины с оценкой 
толщины скин-слоя в численном решении: 
0,1 см. 
Вычисление поглощенной энергии. Усред-

ним по периоду колебаний закон сохране-
ния энергии в виде [18]:  

div ( )
w

S E j
t


   



  
, 

где w  – объемная плотность электромаг-

нитной энергии, S


 – вектор Пойнтинга, 

( )E j
 

 – объемная плотность поглощенной 
(тепловой) мощности.  

div ( )
w

S E j
t


   



  
. 

Для периодических процессов, где  

0
w

t





, 

получаем div ( )S E j  
  

. 

Таким образом, 
2

( )E j E  
 

 – по-

глощенная плотность энергии, приходящая-
ся на единицу времени, усредненная по пе-
риоду, эквивалентна с обратным знаком 

div S


 – дивергенции усредненного по пе-

риоду вектора Пойнтинга. 
Хотя, с учетом того, что компоненты 

электромагнитного поля в алгоритме вы-
числяются в разных точках пространства и  
в разные моменты времени, вычисление ве-
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личины 
2

E


 предпочтительнее, в дан-

ной работе сделана попытка вычислять обе 

эти величины:
2

E


 и div S


. 

 
Задачи лазерной обработки  
материалов 
 
Задача о взаимодействии гауссова пучка 

с каверной. В горизонтальной плите из мо-
дельного металла с безразмерной проводи-
мостью 100   имеется каверна. Форма 
поверхности каверны задается аналитиче-
ски: ( , )z f r  . Вдоль оси Oz  распростра-
няется электромагнитное излучение в виде 
гауссова пучка с круговой поляризацией, 
которое взаимодействует с металлом. Осо-
бенность постановки в том, что перетяжка 
гауссова пучка равна длине волны. Требует-
ся найти пространственное распределение 
объемной плотности поглощенной мощно-

сти 
2

w E 


. Картина соответствует на-

чальному этапу сверления металла лазер-
ным излучением (рис. 5, а). 

Полученный расчет методом FDTD (рис. 5, 
б) сравнивается с расчетом общепринятым 
методом (использующим геометрическое 
приближение). Для сравнения выбрана за-
висимость поглощенной мощности W  от 
координаты z , приходящейся на единицу 
длины вдоль Oz  (рис. 6). На рис. 6 значения 
переменной z приведено в безразмерных 
величинах, значение поглощенной мощно-
сти, приходящейся на единицу длины, W  – 
в относительных единицах. 

В цилиндрической системе координат 
искомая величина для FDTD-метода по рас-
считанной 

2

1( , , ) ( , , ) ( , , )w r z r z E r z    


 

формально вычисляется так:  

2

1 1

0 0

( ) ( , , )W z w r z rd dr
 

    . 

Однако при численном вычислении 1( )W z  
пределы численного интегрирования по r  
сужены с учетом того, что энергия поглоща-
ется лишь в ограниченной приповерхност-
ной области, занятой материалом. 

Для общепринятого метода, использую-
щего геометрическое приближение, сначала 

вычисляется распределение поглощенной 
мощности, приходящейся на единицу пло-
щади поверхности каверны,  

2 ( , )
2

TE TMT T
w z S


  , 

где , TE TMT  – коэффициенты поглощения, 

зависящие от угла падения, S  – вектор 
Пойнтинга «гауссова пучка» в геометриче-
ском месте точек поверхности каверны. Да-
лее полученное распределение численно 
интегрируется по аксиальному углу в ци-
линдрических координатах, что дает иско-
мую зависимость:  

2

2 2

0

( ) ( ( ), , ) ( )W z w r z z r z d


   . 

Можно видеть (рис. 6), что, в отличие от 

2 ( )W z , 1( )W z  имеет некоторое количество 
локальных максимумов и минимумов вбли-
зи дна каверны, где ширина становится 
сравнимой с длиной волны излучения. В то 
же время при z{5, 23} расчеты сравнимы. 

Можно думать, что в случаях, где пере-
тяжка сравнима с длиной волны, рельеф дна 
каверны выглядит более сложно, чем пред-
ставляется на основании расчетов с исполь-
зованием приближения геометрической оп-
тики [3–13]. 
Задача о взаимодействии гауссова пучка 

с зернистым слоем частиц сферической 
формы. Гауссов пучок с круговой поляриза-
цией (рис. 7, а) взаимодействует с упако-
ванными в зернистый слой шаровыми час-
тицами одинакового диаметра (рис. 7, б). 
Особенность постановки в том, что диаметр 
шаров равен длине волны излучения. От 
расчета к расчету меняются параметры ма-
териала частиц (диэлектрическая проницае-
мость и проводимость). Требуется найти 
пространственное распределение объемной 
плотности поглощенной мощности:  

div ( , , )S x y z


. 

Рисунок 8 иллюстрирует распределение 
амплитуды колебаний электрического поля 

E


 в плоскости Oyz : а – материал, обла-
дающий нулевой проводимостью с ком-
плексным показателем преломления ˆ 2n   
(модельный диэлектрик); б – материал с 
низкой проводимостью ˆ 2 0,1n i    (мо-
дельная керамика);  в – материал  с  высокой 
проводимостью, ˆ 2n i   (модельный ме-
талл). 



62  ‘ËÁËÍ‡ ‚˚ÒÓÍËı ˝ÌÂр„ËÈ, ÛÒÍÓрËÚÂÎÂÈ Ë ‚˚ÒÓÍÓÚÂÏÔÂр‡ÚÛрÌÓÈ ÔÎ‡ÁÏ˚ 
 

 
 
 

Рис. 7. Задача о взаимодействии лазерного излучения 
с зернистым слоем: а – амплитуда электрического 
поля в плоскости Oyz при отсутствии зернистой 
среды; б – 3D-схема расчетной области, занятой 
зернистым материалом 
 
 

В свободном от зернистого материала 
пространстве, между плоскостью тока и по-
верхностью зернистого слоя, длина стоячей 
волны равна половине длины волны, рас-
пространяющейся в вакууме, что характерно 
для суммы падающей и отраженной моно-

хроматических волн. Что касается поля E


 в 
самой зернистой среде, то можно видеть, 
рис. 8, а, что оно существенно неодно- 
родно. 

Можно видеть, что, в случае керамики 
(рис. 9, а), лазерная энергия поглощается во 
всем объеме пограничных шаров, причем  
в срединной части шара поглощается боль-
ше энергии, чем у его края. В случае метал-
ла (рис. 9, б), энергия поглощается малой 
частью поверхности шара, обращенной к 
падающему излучению. На основании про-
веденных расчетов можно объяснить экспе-
риментально наблюдаемый факт [19]: кера-
мические частицы плавятся изнутри, в то 
время как металлические – с краев. 

Из расчетов видно, что глубина проник-
новения лазерного излучения в зернистый 
слой имеет обратную зависимость от прово-
димости материала частиц, и напрямую свя-
зана с поглощением излучения в объеме ка-
ждого отдельного зерна. Можно полагать, 
что если размер частицы сравним с толщи-
ной скин-слоя, то частица будет разогре-
ваться и плавиться по всему своему объему 
равномерно, а зернистая среда будет погло-
щать электромагнитное излучение на тол-
щине, превосходящей линейный размер  
частиц. В связи с этим для улучшения се-
лективного лазерного плавления можно

 
 

 
а                                   б                                 в 

 
Рис. 8. Распределение амплитуды колебаний электрического поля в плоскости Oyz.  

Модельный материал: а – диэлектрик; б – керамика; в – металл 
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а                                                                       б 

 
Рис. 9. Распределение дивергенции вектора Пойнтинга в зернистом слое. Модельный материал: 

а – керамика; б – металл 
 
 
 

подбирать либо размер частиц материала, 
либо длину волны используемого излуче-
ния, поскольку с ростом длины волны или с 
уменьшением размера частиц проплавление 
насыпного слоя порошка должно быть более 
равномерным. 

 
Заключение  
 
Исследованы некоторые особенности ис-

пользования численных решений уравнений 
Максвелла при моделировании задач лазер-
ного взаимодействия с материалами. Судя 
по доступной литературе, этот вопрос прин-
ципиально ранее не обсуждался. 

Демонстрация использования уравнений 
Максвелла при моделировании лазерного 
взаимодействия с материалами заключалась 
в решении трех типовых задач:  

 о распространении электромагнитного 
излучения в свободном пространстве в виде 
гауссова пучка; 

 о распространении гауссова пучка в 
металлической каверне заданной формы; 

 о взаимодействии гауссова пучка с 
зернистым пористым слоем. 
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ABOUT THE USE MAXWELL EQUATIONS IN NUMERICAL SIMULATION  

OF INTERACTION OF LASER RADIATION WITH MATERIALS 
 
The following problems have formulated using Maxwell equations. These are problems of the 

propagation and absorption of laser radiation with respect to the modeling of processes of laser ma-
terials processing: cutting, welding, drilling metals, selective laser melting and sintering of powders. 
With elements of parallel computing the algorithm for numerical solution of Maxwell’s equations 
has been implemented in FORTRAN by Finite Difference Time Domain method (FDTD). Features 
of posing of a number of boundary conditions have been studied applied to the problems of laser 
interaction in isotropic media. 

Keywords: numerical solutions of Maxwell's equations, laser radiation, Gaussian beam, laser 
processing. 


