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О МОДЕЛИРОВАНИИ УСТОЙЧИВОСТИ ТЕЧЕНИЙ ЖИДКОСТИ 
В ПОДАТЛИВЫХ ТРУБАХ ПРИМЕНИТЕЛЬНО К ЗАДАЧАМ ГЕМОДИНАМИКИ * 

 
Работа направлена на формирование адекватных физических моделей, описывающих механизмы взаимодей-

ствия податливых стенок труб с возмущениями потока, применительно к задачам гемодинамики с целью выявле-
ния условий, при которых возникает гидродинамическая неустойчивость.  

Ключевые слова: податливые покрытия, течение в трубах, гидродинамическая неустойчивость, гемодинамика. 
 
 
Введение 
 
Течение крови в сосудах является част-

ным случаем ламинарного пульсирующего 
течения неньютоновской жидкости в тру-
бах, вообще говоря, сложного поперечного 
сечения с податливыми стенками. С конца 
XIX в. известно, что ламинарное стационар-
ное течение в каналах и трубах при опреде-
ленных условиях может терять устойчи-
вость, что приводит к возникновению и 
усилению вихревых возмущений в потоке  
и, как следствие, к увеличению потерь на 
трение и другим негативным явлениям.  
К этим условиям относятся, например, ха-
рактерный размер поперечного сечения тру-
бы, ее форма, скорость и вязкость потока. 

В последние годы при рассмотрении те-
чения крови широко используется прямой 
численный расчет применительно к сосудам 
конкретного пациента или к упрощенной 
модели сосуда, что очень важно в приклад-
ном плане, но, как правило, не позволяет 
делать обобщающих выводов о физических 
процессах, сопровождающих ту или иную 

патологию. Вместе с тем существует весьма 
небольшое количество обобщающих теоре-
тических и расчетных исследований по  
всему комплексу проблем, связанных с гид-
родинамической неустойчивостью и неус-
тойчивостью границы при стационарном 
или пульсирующем течении жидкости в ка-
налах с податливыми (вязкоупругими) стен-
ками.  

Известно, что течение ньютоновской 
жидкости в круглой трубе с твердыми стен-
ками устойчиво по отношению к малым 
возмущениям при любых числах Рейнольд-
са. Для рассматриваемого класса задач ус-
тойчивости потенциально важными могут 
быть следующие усложняющие факторы: 
неньютоновская реология крови [1–3], пуль-
сационность потока [4–7], податливость 
стенок [8; 9] и форма сосуда [10; 11].  
В классической постановке устойчивость 
течений несжимаемой ньютоновской жид-
кости рассматривалась для плоских и ореб-
ренных каналов с твердыми стенками,  
а также для труб круглого и эллиптического 
сечений [12–18]. Более сложные модели те-
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чений ньютоновской жидкости при наличии 
податливости стенок или пульсационного 
потока ограничены каналами круглого сече-
ния с толстыми стенками [19–26]. Также 
имеются исследования о гидродинамиче-
ской устойчивости в круглых каналах тече-
ния крови (неньютоновской жидкости) с 
твердыми стенками [27; 28]. Общий вывод, 
который можно сделать из этих исследова-
ний, состоит в том, что пульсации потока в 
характерном для гемодинамики диапазоне 
частот, а также реология крови оказывают 
несущественное и даже стабилизирующее 
влияние на течение. В частности числа 
Воммерсли, характеризующие пульсации 
потоков крови, как правило, не превышают 
Wo = 10, а псевдопластичная реология кро-
ви приводит к наполнению профилей скоро-
сти, что способствует устойчивости тече-
ния. 

Исследования комбинированного влия-
ния на устойчивость оставшихся факторов 
(формы канала и податливости его стенки) и 
разработка соответствующего теоретическо-
го аппарата, по всей видимости, до сих пор 
не проводились. Вместе с тем применитель-
но к стационарному течению воды в каналах 
и пограничных слоях установлено, что на-
личие «мягких» покрытий стенок приводит 
к возникновению неустойчивостей в потоке 
и в покрытии, причем в результате послед-
них покрытие перестает быть гидравлически 
гладким (см., например, обзор [29]). Поэто-
му патологические изменения в вязкоупру-
гих свойствах стенок артерий, вызванные, 
например, аневризмой сосуда [30–32], могут 
приводить к такому поведению тока крови и 
деформации стенок, которые можно попы-
таться объяснить с помощью подходов ли-
нейной теории гидродинамической устой-
чивости. 

С теоретической точки зрения проблема 
взаимодействия потока со стенкой сосуда – 
частная проблема взаимодействия потока  
с деформируемой конструкцией, связана с 
адекватной трехмерной формулировкой 
вязкоупругих характеристик стенки на всю 
ее толщину при помощи уравнений Навье  
и соответствующих граничных условий [33–
35]. Так как толщина стенки сосуда, как 
правило, существенно меньше его радиуса, 
альтернативой служит моделирование стен-
ки при помощи двумерной теории оболочек 
[36]. Это связано с тем, что деформации  
и смещения стенки в рамках классического 

линейного подхода теории гидродинамиче-
ской устойчивости малы, и можно сформу-
лировать относительно простые линеаризо-
ванные граничные условия между стенкой  
и потоком. Вместе с тем следует иметь в 
виду вероятно (предварительно) напряжен-
ное состояние стенки, вызванное давлением 
потока крови и наличием мышечных воло-
кон. В целом, трехмерная модель больше 
приближена к реальности, однако ее слож-
нее реализовать в численном расчете. Кроме 
того, получение результатов повышенной 
точности имеет смысл, если вязкоупругие 
свойства стенки и реология потока известны 
с хорошей точностью, что, как правило, не 
так в случае гемодинамики. Между тем 
двумерные модели более просты и воспро-
изводят существенные динамические осо-
бенности стенки (ее инерцию, эластичность 
и демпфирующие свойства). 

Последний подход достаточно популярен 
в исследованиях, направленных на управле-
ние ламинарно-турбулентным переходом и 
турбулентностью при помощи искусствен-
ных податливых покрытий в пограничных 
слоях [37–40]. Для ряда течений результаты 
теории подтверждены экспериментально. 
Также применительно к этим течениям и 
пограничным слоям проведены системати-
ческие расчеты для различных типов подат-
ливой стенки, показавшие, что, помимо  
неустойчивости движения жидкости, при 
определенных условиях может возникать 
неустойчивость границы. Эксперименты 
показывают, что эта неустойчивость дейст-
вительно имеет место и выражается в изме-
нении формы стенки, так что она перестает 
быть гидравлически гладкой и коробится 
(выпячивается). Следует отметить, что рас-
смотренные свойства податливых поверхно-
стей в этих исследованиях не имели отно-
шения к сосудам в теле человека или 
животных – они ограничены плоской гео-
метрией и простейшими моделями покры-
тий. 

В отличие от них стенка сосуда обладает 
рядом существенных усложняющих свойств 
[41]. В современных исследованиях, как 
правило, применяется трехслойное описа-
ние стенок. Считается, что стенка артерии 
состоит из тонкого внутреннего эндотели-
ального слоя (интимы), среднего мышечно-
го слоя с коллагеновыми и эластичными 
волокнами, создающими анизотропный кар-
кас (медии), и наружного соединительного 
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слоя (адвентиции). Кроме того, артерия по-
гружена в окружающую ткань, свойства  
податливости которой могут отличаться в 
зависимости от органа. В зависимости от 
детализации описания слоев артерии и ис-
ходя из особенностей их строения (мышеч-
ные, мышечно-эластические, эластические), 
возраста пациента и т. п. существует не-
сколько моделей, описывающих их вязко-
упругие свойства (свойства податливости). 
В основном они отличаются описанием 
наиболее сложно устроенного среднего слоя 
(медии) [42; 43].  

Как видно, набор определяющих данную 
проблему параметров и их возможные диа-
пазоны довольно велики. В данной работе 
строится иерархия физических моделей, ха-
рактеризующих механизмы взаимодействия 
вязкоупругих стенок каналов с возмуще-
ниями потока, применительно к задачам ге-
модинамики, что позволяет сделать ряд  
упрощающих предположений относительно 
определяющих параметров. Также предпо-
лагается, что каналы имеют постоянное  
поперечное сечение и не искривлены, не 
имеют ответвлений и пор, а течение несжи-
маемое. В соответствии с данными преды-
дущих исследований по устойчивости  
считается, что бегущая волна в стенке воз-
никает в основном как отклик на возмуще-
ния давления в потоке. Модели будут по-
строены на комбинированном описании 
стенок на основе двумерной теории оболо-
чек и окружающей ткани и на трехмерных 
уравнениях линейной теории гидродинами-
ческой устойчивости. 

 
 
Иерархия моделей  
податливой стенки 
 
 
Как уже отмечалось, теория оболочек 

(простейшие варианты в формулировке 
Кирхгофа – Лява для поперечного нагруже-
ния) применялась ранее для описания пло-
ских податливых покрытий. В наиболее 
ранних работах применялась либо чисто 
оболочечная, либо мембранная модель. В ра-
ботах [44; 45] и некоторых других попереч-
ные колебания плоской пластины η(x, θ, t) 
задавались уравнением мембраны, причем 
ее внутренне напряженное состояние опи-
сывалось постоянными коэффициентами 
натяжения xT  в продольном направлении 
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где 2 2 ,t      m  – масса оболочки на 

единицу длины, а ip  и ef  – внутренне дав-
ление и внешние силы, которые могут зави-
сеть как от координат, так и от времени.  
В более поздних работах, в которых рас-
сматривались и наклонные к направлению 
основного потока возмущения, учитывалось 
также поперечное натяжение .zT z     
В работах [46; 47] и некоторых других 
уравнения поперечных колебаний оболочки 
η(x, θ, t) представлялись в виде 

  i e ,L m p f        

где  L   – линейный оператор, зависящий 

только от координат и характеризующий 
напряжение, препятствующее поперечному 
смещению  , В качестве оператора L  вы-
ступает, как правило, 
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где D  – изгибная жесткость материала обо-
лочки. При D   оболочка ведет себя как 
твердое тело. В качестве сил ef  могли вы-

ступать реакция основания  F B ,g    вы-

званная разностью плотностей жидкости F  

и однородного основания B  ( g  – ускоре-
ние свободного падения), на котором распо-
лагалась пластина, внешнее давление e ,p  

сила упругости k   основания (где k  – ко-
эффициент упругости) и сила трения 

,d t   где d  – коэффициент демпфиро-
вания. 

В более поздних работах [45; 48–50] оба 
подхода были объединены. Также вместо 
модели пружин и демпферов для описания 
вязкоупругих свойств основания в отдель-
ных работах использовались полные урав-
нения Навье [37]. 

Для рассматриваемой в данной работе 
задачи ограничения этих подходов связаны 
прежде всего со следующими предположе-
ниями: 

1) плоская геометрия стенки и течения; 
2) отсутствие анизотропии свойств стен-

ки; 
3) постоянство коэффициентов натяже-

ния и изгибной жесткости, в частности не-
зависимость коэффициентов натяжения от 
времени (в соответствии с пульсациями ос-
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новного течения) и изгибной жесткости от 
поперечной координаты. 

Последнее предположение существенно 
ограничивает учет пульсаторных свойств 
течения и патологий стенки. Второе пред-
положение хотя бы приближенно можно 
считать справедливым, вообще говоря, 
только в плоском или осесимметричном 
случае, если рассматривать двумерные воз-
мущения, но в отсутствие хорошо докумен-
тированных свойств анизотропии стенок 
сосудов при анализе устойчивости имеет 
смысл предположить изотропию свойств 
стенки и в более сложных конфигурациях. 
Первое предположение является очень 
сильным ограничением, так как формы по-
перечных сечений сосудов весьма разнооб-
разны. С другой стороны, известно, что те-
чение в круглой трубе с твердыми стенками 
устойчиво по отношению к малым вихре-
вым возмущениям при любых числах Рей-
нольдса. Эллиптичность формы трубы дела-
ет его неустойчивым при конечных числах 
Рейнольдса [18]. Поэтому ниже на основе 
теории оболочек [36] основной упор делает-
ся на течение в канале круглого сечения, 
толщина стенки которого может меняться 
по радиусу. 

Тонкую, изотропную и однородную обо-
лочку постоянной толщины h  можно харак-
теризовать «нейтральной» поверхностью, 
такой что напряжения на этой нейтральной 
поверхности не могут быть изгибающими. 
Положение этой нейтральной поверхности 
можно описать трехмерными декартовыми 
координатами 1,x  2x  и 3 ,x  а также двумер-
ными ортогональными криволинейными 
координатами поверхности 1  и 2.  Связь 
положения точки P на нейтральной поверх-
ности, задаваемой этими двумя системами 
координат, дается соотношениями  

 1 1 1 2, ;x f     2 2 1 2, ;x f    
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Путь между двумя близко расположенными 
на нейтральной поверхности точками P  и 
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Тогда расстояние d ,s  равное длине вектора 
d ,r  получается из скалярного произведения 
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где 1A  и 2A  – параметры Ламэ: 
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В дальнейшем потребуются также радиусы 
кривизны 1R  и 2R  по криволинейным на-
правлениям, получаемые из соответствую-
щих определений:  
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где n  – вектор единичной нормали к ней-
тральной поверхности. 

Наиболее полная формулировка колеба-
ний оболочки дается уравнениями Лява. 
Они определяют отклонение ее поверхности 
под действием сил давления любой приро-
ды. В общем случае они описывают и си-
туации, когда силы, возвращающие оболоч-
ку к состоянию равновесия, вызваны также 
внутренними напряжениями, не зависящими 
от отклонения поверхности (предваритель-
но-напряженные состояния). При этом 
уравнения разделяются на линейную систе-
му уравнений, определяющую эти началь-
ные напряжения 0

11,N  0
12 ,N  0

21N  и 0
22 ,N  как 

функции статических нагрузок 0
1 ,q  0

2 ,q 0
3q  

по ортогональным координатам и на линей-
ную систему уравнений, определяющую 
колебания оболочки как функцию динами-
ческих нагрузок 1*

1 ,q  1*
2 ,q  1*

3 .q  Первая сис-
тема уравнений имеет вид 

 

   
1 2

0 0
11 2 21 1 0 01 2

12 22
1 2 1 1

0
013
1

1

1

,

A A

N A N A A A
N N

Q
q

R
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1 2

0 0
12 2 22 1 02 1

21 11
1 2 1 2

0
023
2

2

1

,

r

A A

N A N A A A
N N

Q
q

R



         
     

  

 

   0 0
13 2 23 1

1 2 1 2

0 0
011 22
3

1 2

1

,

Q A Q A

A A

N N
q

R R

  
  

   
 

    
 

 

где 0
13Q  и 0

23Q  определяются из уравнений на 

статические изгибающие моменты 0
11,M  

0
12 ,M  0

21,M  0
22 :M  

   0 0
11 2 21 10

13
1 2 1 2

0 01 2
12 22

2 1

1

                                 ,

M A M A
Q

A A

A A
M M

 
  

 
 

    

 

 

   0 0
12 2 22 10

23
1 2 1 2

0 02 1
21 11

1 2

1

                                 .

M A M A
Q

A A

A A
M M

 
  

 
 

    

 

Когда искомые статические напряжения 
0
11,N  0

12 ,N  0
21,N  0

22N  найдены, решается вто-
рая система уравнений: 

   
1 2

0 0
11 2 21 1 1 11 2

12 22
1 2 1 1

1
1 1*13
1 1

1

1

,

A A

N A N A A A
N N

Q
hu q

R



         
     

   

 

 

   
1 2

1 1
12 2 22 1 1 12 1

21 11
1 2 1 2

1
1 1*23
2 2

2

1

,

A A

N A N A A A
N N

Q
hu q

R



         
     

   

 

   1 1
13 2 23 1

1 2 1 2

1 1
2 1 1 1*11 22
0 3 3 3

1 2

1

,

Q A Q A

A A

N N
u hu q

R R

  
  

   
 

      
 



 

где 

2 0 02
0 11 21

2 1 1 1 1 2

0 01
22 12

2 2 2 1

1

                    ,

A
N N

A A A

A
N N

A

             
           

 

а 1
13Q  и 1

23Q  определяются из уравнений на 

динамические изгибающие моменты 0
11,M  

0
12 ,M  0

21,M  0
22 :M  

   1 1
11 2 21 11

13
2 1 1 2

1 11 2
12 22

2 1

1

                                ,

M A M A
Q

A A

A A
M M

 
  

 
 

    

 

   1 1
12 2 22 11

23
2 1 1 2

1 12 1
21 11

1 2

1

                                .

M A M A
Q

A A

A A
M M

 
  

 
 

    

 

В этих уравнениях использованы следую-
щие обозначения ( 1i   или 2): 

 11 11 22 ,i i iN K     

 22 22 11 ,i i iN K     

 
12 12

1
,

2
i iK

N
 

   

 
21 21

1
,

2
i iK

N
 

   

 

 11 11 22 ,i i iM D k k    

 22 22 11 ,i i iM D k k    

 
12 12

1
,

2
i iD

M k
 

  

 
21 21

1
.

2
i iD

M k
 

  

Здесь 21K Eh    и  3 212 1D Eh    – 

мембранная и изгибная жесткости оболочки, 
соответственно; E и   – модуль Юнга и ко-
эффициент Пуассона материала оболочки, 
соответственно. При этом 11,i  12 ,i  21

i  и  
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22
i  – мембранные деформации, выражаю-

щиеся через статические отклонения 1 ,iu  2
iu  

и 3
iu  как 

31 2 1
11

1 1 1 2 2 1

1
,

ii i
i uu u A

A A A R

 
   

 
 

32 1 2
22

2 2 1 2 1 2

1
,

ii i
i uu u A

A A A R

 
   

 
 

   1 1 2 21 2
12 21

2 2 1 1

,
i i

i i
u A u AA A

A A

 
    

 
  

а 11,ik  12 ,ik  21
ik  и 22

ik  – изгибающие деформа-
ции, задаваемые равенствами 

1 2 1
11

1 1 1 2 2

1
,

i i
i A

k
A A A

  
 

 
  

2 1 2
22

2 2 1 2 1

1
,

i i
i A

k
A A A

  
 

 
 

   1 1 2 21 2
12 21

2 2 1 1

,
i i

i i
A AA A

k k
A A

   
  

 
 

31
1

1 1 1

1
,

ii
i uu

R A


  


  

32
2

2 2 2

1
.

ii
i uu

R A


  


 

Применительно к рассматриваемой зада-
че, может быть оправдано дальнейшее  
упрощение этих уравнений при помощи 
широко используемого приближения Дон-
нелла – Муштари – Власова, в котором 
предполагается, что мембрана нагружается 
и в основном отклоняется по нормали к по-
верхности. Основное предположение состо-
ит в том, что продольными отклонениями 
можно пренебречь в выражениях для изги-
бающей деформации (но не в выражениях 
для мембранной деформации). Тогда мем-
бранные деформации остаются неизменны-
ми, а изгибающие деформации принимают 
вид 

3 31
11 2

1 1 1 1 1 2 2 2

1 1 1
,

i i
i u uA

k
A A A A

  
       

  

3 32
22 2

2 2 2 2 1 2 1 1

1 1 1
,

i i
i u uA

k
A A A A

  
       

 

3 31 2
12 2 2

2 2 1 1 1 1 2 2

1 1
.

i i
i u uA A

k
A A A A

     
           

 

Еще одно предположение состоит в том, 
что учитывается только нормальное на- 
гружение, а влиянием внешних сил на пове-
дение мембраны по касательной к ней-

тральной поверхности оболочки можно 
пренебречь. Кроме того, пренебрегаем чле-
нами 31 1Q R  и 32 2 .Q R  Уравнения движе-
ния приобретают вид 

   1 1
11 2 21 1 1 11 2

12 22
1 2 1 1

0,
N A N A A A

N N
   

   
   

  

   1 1
12 2 22 1 1 12 1

21 11
1 2 1 2

0,
N A N A A A

N N
   

   
   

 

   1 1
13 2 23 1

2 1 1 2

1 1
2 1 1*11 22
0 3 3 3

1 2

1

.

Q A Q A

A A

N N
u hu q

R R

  
  

   
 

      
 



 

Рассмотрим, к чему сводятся эти уравнения 
в случае осесимметричных труб постоянной 
и переменной толщины. 

В случае круглой трубы постоянной 
толщины 1 1,A   2 ,A R  1 ,R    2 ,R R  

1 z   (продольная координата), 2    
(азимутальная координата) и 

1 1
11 21 0,

N N
R

z

 
 

 
  

1 1
12 22 0,

N N
R

z

 
 

 
 

4 1 2 1 1 1*
3 22 0 3 3 3

1
.D u N u hu q

R
         

В случае двумерных (не зависящих от z ) 
возмущений первое и второе уравнения да-
ют 1 1

1 3u z Ru     и 1
2 0u   соответствен-

но, а последнее принимает вид 

4 1 1 2 1 1*
3 3 0 3 3 32

1
,

Eh
D u u u hu q

R R
       

где 
4 4 4

4
4 2 2 2 4 4

2 1
,

z R z R

  
   

   
  

0 02 2 2
2 0 12 22
0 11 2 2 2

2 .
N N

N
z R z R

  
   

   
  

Примененные выше выражения для 11,iN  

12 ,iN  22
iN  и 11,iM  12 ,iM  22

iM  справедливы 
также для оболочек неравномерной толщи-
ны  1 2, ,h    если оболочка везде разреза-

ется нейтральной поверхностью на две рав-
ные части. В этом случае мембранные и 
изгибающие напряжения становятся функ-
циями координат 

   1 2
1 2 2

,
, ,

1

Eh
K K
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3
1 2

1 2 2

,
, .

12 1

Eh
D D

 
   

 
 

Если толщины разрезанных частей мембра-
ны не равны, уравнения движения можно 
соответствующим образом модифицировать 
(см. [36]), но этот случай в данной работе не 
рассматривается. 

Применительно к моделированию сосу-
да, будем считать, что его особенность (па-
тология) создается частичным или полным 
истончением или утолщением стенки (на-
пример, среднего мышечного слоя – медии). 
При этом толщина h  стенки сосуда зависит 
только от  , т. е.  .h h   В этом случае 

смещения становятся существенно трехмер-
ными и уравнения движения остаются свя-
занными: 

1 1
11 21 0,

N N
R

z

 
 

 
  

1 1
12 22 0,

N N
R

z

 
 

 
 

4 1 1 1 2 1 1 1*
3 3 22 0 3 3 3

1
.D u Lu N u hu q

R
          

Здесь введен оператор 

 
3 3 3

2 3 3 3

2 2

2 2 2 2

1 2
1

1
.

D
L

R R z z R

D

R R z





     
          

  
     

 

 
 
Эластичное основание 
 
Окружающая оболочку среда, состоящая 

из однородного материала с плотностью 

B ,  модулем Юнга B ,E  модулем сдвига BG  

и коэффициентом Пуассона B  одинаковой 

толщины B ,h  может рассматриваться в ряде 
случаев как набор действующих на ней-
тральную поверхность оболочки равномер-
но распределенных пружин и демпферов 
(см., например, [45; 48–50]) с коэффициен-
тами упругости 3 B Bk E h  и 1 2k k   

B BG h  и коэффициентами демпфирования 

1,d  2d  и 3d  по направлениям 1,  2  и 3.  
Эффект присоединенной массы, вызван-

ный наличием среды, учитывается в уравне-
ниях движения добавочным членом B B 3,h  
который можно получить из энергетических 

соображений [36]. Правые части в уравне-
ниях Лява приобретут вид 

1* 1 1 1 1
1 1 B B 1 1 1 1 1

1
,

3
q q h u d u k u        

1* 1 1 1 1
2 2 B B 2 2 2 2 2

1
,

3
q q h u d u k u       

1* 1 1 1 1
3 3 B B 3 3 3 13 3

1
,

3
q q h u d u k u       

где 1
1 ,q  1

2q  и 1
3q  – оставшиеся силы. В при-

ближении Доннелла – Муштари – Власова 
учитывается только последнее из этих ра-
венств (что подразумевает 1 2 1 2k k d d     

0 ), т. е. 
1 1
11 21 0,

N N
R

z

 
 

 
  

1 1
12 22 0,

N N
R

z

 
 

 
 

4 1 1 1 2 1 1
3 3 22 0 3 3 3

1 1 1
3 3 B B 3 3

1

1
.

3

D u Lu N u k u
R

d u h h u q

      

       
 

 
 

Рассмотренная модель вязкоупругого ос-
нования справедлива, если модули Юнга 
среды и оболочки существенно различные. 
В данной работе предполагается, что это 
условие выполняется. В противном случае 
основание нужно моделировать в виде вяз-
коупругой сплошной среды, как это сдела-
но, например, в [37]. 

 
Линеаризованные  
уравнения движения жидкости  
в круглой трубе и граничные условия 
 
В дальнейшем принимается, что единст-

венной внешней динамической силой, при-
ложенной к мембране, являются пульсации 
давления 1

3 ,q p   вызываемые малыми 
возмущениями потока. Также предполагает-
ся, что основное течение в канале 

 , .W W r t  Тогда линеаризованные урав-

нения Навье – Стокса для возмущений ско-

рости  1 2 3, ,
T   ν  и пульсаций давления 

p  в канале с круглым сечением (течение 
внутри оболочки с круглой нейтральной по-
верхностью) радиусом R  принимают вид 
[51] 

3 21 1 F
1

F

,
dW p

W
t z dR z
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2 32 2 F 2
2 2 2

F

1 2
,

p
W

t z r r r

                  

23 3 3F 2
3 2 2

F

2
,

p
W

t z r r r

                  
 

 31 21 1
0,

rp

z r r r

   
  

   
 

где F  – динамическая вязкость жидкости, 

F  – ее плотность и 
2 2

2
2 2 2

1 1
.r

r r r r z

            
  

Граничные условия между жидкостью и 
оболочкой состоят в непрерывности скоро-
стей на границе: 

1
1

1 ,
r R

u

t


 


 

1
2

2 ,
r R

u

t


 


 

1
3

3 .
r R

u

t


 


 

Из-за наличия членов типа 1 r  для обес-
печения гладкости и ограниченности реше-
ний необходимо также накладывать нетри-
виальные условия на оси оболочки. Эти 
условия имеют сугубо числовую, а не физи-
ческую природу и связаны с особенностью, 
имеющей место в полярной системе коор-
динат в точке r = 0. Эти условия можно по-
лучить, потребовав независимости решения 
от угла при r = 0: 

 1 2 3
0

1 2
1

3
2 3

lim

0,

z r
r

z
z

r
r







 
      

 
  

    
  
  

    
  

ν
e e e

e
e e

e e
e

 

где ,ze re  и e  – единичные векторы в акси-
альном, радиальном и азимутальном на-
правлениях соответственно. Эти единичные 
векторы соответствуют единичным векто-
рам декартовой системы координат 1,e 2 ,e  

3e  следующим образом: 

1 2

1 2

3

cos sin ,

sin cos ,

 

,

r

z



   
    


e e e

e e e

e e

  

откуда следует, что 
 

1 2

1 2

sin cos ,

cos sin

 

,

r

r





     









   


e
e e e

e
e e e

 

0.z



e

 

Это дает 
 

31 2
2 3 0.z r 

                
e e e  

 
Так как каждая компонента не должна иметь 
азимутальной зависимости, последнее урав-
нение эквивалентно следующей системе 
граничных условий: 
 

2
3

0

3
2

0

1

0

0,

0,

0.

r

r

r








  




  








 

 
Пусть возмущения в потоке и оболочке 

представляются в виде суперпозиции бегу-
щих волн, имеющих фиксированные часто-
ту 2 T   и продольное волновое число 

2     (T  и   – период и длина волны 
соответственно): 

     

1 1

2 2

3 3

, , , , exp i ,z r t r z t

p p

    
                  
   
   






 

     

1
1 1

1
2 2

1
33

, , exp i .

u u

u z t u z t

uu

   
             
     





 

Подстановка этих выражений в линеаризо-
ванные уравнения Навье – Стокса и колеба-
ний оболочки приводит к следующей сис-
теме дифференциальных уравнений: 

  2F
1 3 1

F

i i ,rW W p


          

     

  2

2 3F 2
2 2 2

F

i

1 2
,

W

p

r r r

   

             



  
 

  3

2 3F 2
3 2 2

F

i

2
,

W

p

r r r

   

             



   
 

 32
1

1 1
i 0,

r

r r r
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2

2 1 1
1 3 2

2
2

1
i

2

1 1
i 0,

2 2

u uK
K R u u K

R

u K
K u

    
         

           

  

 
  

 
2

2 1
2 12

2
32 2

32

1 1
i

2 2

1
0,

u K
RKu K u

uu uK K
K K u

R

     
        

   
          

 

  
 

 

4 2
3 3 3 1

2
0 3 3 3 3 3

2
B B 3

i

1
i

1
,

3
R

r R

uK
D u Lu u Ru

R

u k u d u
R

h h u p p


         

     

         
 

    

   

  

 

 

3 3 3i .R

r R
u


          

 
Здесь введены операторы 

 

 
3

2 3
3 3

2
2

2 2 2

1 2
i 1

1
,

L

D

R R R

D

R R







    
          

 
    



  

 
2

2 2
2 2

1 1
,r

r r r r

          
  

 
2 2 4

4 4
2 2 4 4

2 1
,

R R

  
    

 
  

 
0 0 2

2 2 0 12 22
0 11 2 2

2i .
N N

N
R R

 
     

 
  

 
Нормировки 
 
Введем характерные масштабы длины L  

и скорости W  и нормируем 1 2 3, , , ,z r u u u    на 

,L  скорости 1 2 3, , ,r       на ,W  время на 

L W  и давление p  на 2
F .W  Если исполь-

зовать те же обозначения для координат, 
смещений, скоростей и давления, что и в 
размерных уравнениях выше, система урав-
нений примет вид 

  2
1 3 1

1
i i ,

RerW W p               

  2

2 32
2 2 2

i

1 1 2
,

Re

W

p

r r r

   

           



  
 

  3

2 3 2
3 2 2

i

1 2
,

Re

W

p

r r r

   

            



   
 

 32
1

1 1
i 0,

r

r r r

 
   

 

  

 
2

2 1 1
1 3 2

2
2

1
i

2

1 1
i 0,

2 2

u uK
K u u K

u K
K u

    
         

           

  

 
  

 
2

2 1
2 12

2
32 2

32

1 1
i

2 2

0,

u K
Ku K u

uu uK K
K K u

     
        
   

          

 

  
 

 

4 2
3 3 3 1

2
0 3 3 3 3 3 3

i

i ,R R R

u
D u Lu K u u

u k u d u p M

         
      

    

    
 

 

3 3i ,R u       
где введено число Рейнольдса  

F FRe ,LW    
и сделана замена 

 2
3 F 3 ,k W k    

 3 2
F ,D L W D   

 2
F ,K L W K   

   B B F1 3 ,M h h R      

а операторы принимают вид 

   
3

2 3
3

2
2

2

1 i 1 2

,

L

D

D







  
            

 
     



  

2 4
4 4 2

2 4
2 ,

 
     

 
  

2
2 2 0 0 0
0 11 12 22 2

2i .N N N
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Выбор тестовых параметров 
 
Для численного тестирования построен-

ной модели будет рассмотрена устойчивость 
течения в канале с круглым сечением и по-
стоянной 0h h  толщиной. В качестве ос-
новного будет выступать течение Пуазейля 

 2 2
0 1 ,W W r R   где 0W  – скорость в цен-

тре канала. Пусть также 0 0 0
11 12 21N N N    

0
22 0,N   т. е. считается, что стенки канала 

не находятся в предварительно нагружен-
ном состоянии и B 0.   В качестве норми-

ровочной длины берется L R  и нормиро-
вочной скорости 0.W W  Пусть для 
определенности динамическая вязкость кро-
ви 3

F 3,5 10    Па·с, плотность крови 
3

F 1,06 10    кг/м3, а плотность стенки ар-

терии 31,2 10    кг/м3. При характерных 

радиусах сосудов 20R   мм и скорости по-

тока от 0 0,5W   м/с получается диапазон 

чисел Рейнольдса 3Re 0 3 10 .    В даль-
нейшем принимается, что 8R   мм и 

0 0,8h   мм, что соответствует параметрам 
сонной артерии [52]. 

Разброс механических параметров стенок 
сосудов в литературе весьма велик, см., на-
пример, [53–56]. Это связано с тем, что 
стенки сосудов состоят из мышц, эластина, 
коллагена, фибробластов и других веществ, 
свойства которых сильно отличаются, а их 
относительные количества меняются в зави-
симости от возраста и состояния организма 
или образца. Например, при истончении 
среднего слоя стенки сосуда ее модуль  
упругости должен падать. 

Из предшествующих работ известно, что 
увеличение коэффициента потерь способст-
вует устойчивости течения, а коэффициент 
Пуассона, напротив, влияет относительно 
слабо. Поэтому для получения верхней 
оценки влияния модуля Юнга стенки на ус-
тойчивость потока коэффициент Пуассона 
можно принять 0,3,   а 3 3 0.d k   Мо-
дуль Юнга E  будет считаться относительно 
малым, а именно 52 10E    Па. Соответст-
венно 

 
0

2 2
F 0

80,
1

hE
K

RW
 

  
 

 
3 2
0 0
3 22 2

F 0

0,07.
1212 1

h hE K
D

R RW
  

  
 

В случае когда стенки постоянной тол-
щины, уравнения допускают дополнитель-
ное упрощение, если возмущения представ-
лять в виде суперпозиции волн, имеющих 
фиксированное азимутальное волновое чис-
ло 0, 1, 2, ... :     

     

1 1

2 2

3 3

ˆ

ˆ
, exp i ,

ˆ

ˆ

r r

p p

    
         
    
   
   






 

   
1 1

2 2
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ˆ

ˆ exp i ,

ˆ

u u

u u

u u

   
        
      





 

откуда получается 

2
1 3 1 1

i ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ ,
RerW W p             

2 2
2 2 3 22 2

ˆi 2ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ ,
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W p
r r r
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3 3 2 32 2
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R Ru
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R Ru
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3 3ˆ ˆ ,R u    
где 

   
    
    

2 2 2

2 2 2

22 2 2 3

1 2 1

i 1 1 2

1 2 2i 1

C        

            

            

  

и сделана замена 3 3
ˆ ˆi     и 

2
2 2

2

1ˆ ,r
r r r r

         
  

 24 2 2ˆ .     

Граничные условия в центре канала прини-
мают вид 

2 3ˆ ˆ 0,R R      
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3 2ˆ ˆ 0,R R     

1
ˆ 0.R   

Рассмотрим случай 0   и 1.    Ус-
ловия можно представить в виде 

 2
2

ˆ1 0,R    

 2
3

ˆ1 0,R    

1ˆ 0,R   
откуда 

2ˆ 0,R   

3
ˆ 0.R   

При 0   имеем 3
ˆ 0R   и  2ˆ 0.r   Иначе, 

при 1,    1 2 3
ˆ ˆ ˆ 0.R R R       

 
Численные результаты 
 
Эти уравнения и граничные условия  

при заданных безразмерных параметрах 

 , ,W r   Re, , , , ,D K M    и   формируют 

задачу на собственные значения ,  которую 
можно решать стандартными методами ли-

нейной алгебры. В данной работе использо-
вался метод коллокаций, в котором в каче-
стве узлов интерполяции выбраны корни 
полиномов Чебышева второго рода и точки 

1  (точки Гаусса – Лобатто). Отображение 
области  1; 1    на физическую область, 

занятую потоком  0; 1 ,r   осуществлялось 

с помощью преобразования координат 

1
.

2
r

 
   

Полученная матричная задача на собствен-
ные значения решалась с помощью QZ-
алгоритма [57] в среде MATLAB. В резуль-
тате получается спектр собственных значе-
ний. Из них далее отбиралась «главная» 
часть спектра (с максимальными мнимыми 
частями i .  В области неустойчивости су-

ществует мода или несколько мод с i 0.   
На рисунке показаны примеры главных час-
тей спектра для каналов с твердыми и упру-
гими стенками для случаев   0 и 1 при  
N = 150.  

 
 

ωr

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

ω
i

-2

-1

0

1

2

3

a

ωr

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

b

 
 

Главная часть спектра возмущений при K = 80, D = 0,07, M = 0,0883 (красные символы)  
и при наличии твердой стенки (черные символы): β = 0 (а) и β = 1 (б); Re = 1 000 

 
 
 

Из рисунка видно, что для канала с подат-
ливыми стенками в обоих случаях имеет 
место неустойчивость потока, причем наи-
большая неустойчивость наблюдается при 

0.   В канале с твердыми стенками неус-
тойчивость отсутствует. 

 
Выводы 
 
Таким образом, на основе теории оболо-

чек путем анализа возможных факторов, 
существенных для возникновения гидроди-

намической неустойчивости течений в тру-
бах с геометрическими и вязкоупругими 
параметрами стенок, характерными для те-
чений в сосудах, получен ряд физических 
моделей описываемого явления. Выдвинуто 
предположение, что основным фактором, 
влияющим на устойчивость потока в рас-
сматриваемом случае, являются механиче-
ские свойства стенок, а пульсационность 
потока и его геометрия играют второсте-
пенную роль. С целью подтверждения этого 
предположения проведены тестовые чис-

а б



40  ‘ËÁËÍ‡ ÊË‰ÍÓÒÚË, ÌÂÈÚр‡Î¸Ì˚ı Ë ËÓÌËÁÓ‚‡ÌÌ˚ı „‡ÁÓ‚ 
 
ленные расчеты. Получено, что при вязко-
упругих параметрах, характерных для сте-
нок артерий, в том числе при ряде патоло-
гий, может возникать неустойчивость в 
течении. 
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ON MODELLING THE STABILITY OF FLUID FLOWS IN COMPLIANT PIPES 
APPLIED TO HEMODYNAMIC PROBLEMS 

 
The study is directed to formulate physical models adequate to describe mechanisms of interac-

tions of compliant walls of pipes and hydrodynamic disturbances aiming to reveal the conditions 
responsible for hydrodynamic instability in hemodynamic problems.  

Keywords: compliant coatings, pipe flow, hydrodynamic instability, hemodynamics. 
 


