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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ТЕЧЕНИЯ ЖИДКОСТИ  

В ТРУБЕ ПЕРЕМЕННОГО СЕЧЕНИЯ 
 
Рассмотрены некоторые свойства течения однородной вязкой жидкости в трубе переменного сечения, харак-

теризующейся цилиндрической симметрией. Предложен аналитический подход к определению скорости потока  
в экстремальных сечениях. Выявлены условия возникновения застойной зоны в окрестностях максимального 
сечения. Рассмотрен частный случай решения задачи для семейств линий тока, допускающей простое представ-
ление. 
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Задача о течении несжимаемой жидкости 

по трубам с периодически меняющимся  
радиусом вдоль оси рассматривалась в ос-
новном в зарубежной литературе. В боль-
шинстве случаев для получения профиля 
скорости и темпа падения давления в трубе 
переменного сечения авторы предполагали, 
что течение жидкости происходит в канале с 
медленно изменяющимся радиусом кривиз-
ны [1–4], либо представляли уравнения те-
чения в конечно-разностной форме и реали-
зовывали численные расчет [5–8]. Следует 
отметить, что в рамках работы по описанию 
течения жидкости в канале переменного сече-
ния J. A. Deiber и W. R. Schowalter [9] осуще-
ствили эксперимент с использованием глице-
рина в качестве фильтрующейся жидкости. 

В рамках данной работы предложен ана-
литический подход к описанию некоторых 
свойств течения несжимаемой жидкости в 
трубе с периодически меняющимся радиу-
сом вдоль оси трубы. 

 
Постановка задачи 
 
Рассмотрим модель течения вязкой не-

сжимаемой жидкости в трубе переменного 

сечения. Для упрощения предполагаем, что 
модель характеризуется следующими свой-
ствами: 

1) цилиндрическая симметрия вдоль оси 
трубы; 

2) профиль стенки трубы можно описать 
гладкой функцией с чередующимися мак-
симумами и минимумами; 

3) течение жидкости является ламинар-
ным и стационарным; 

4) в минимальном и максимальном сече-
ниях скорость принимает экстремальные 
значения, и, как следствие, ускорение обра-
щается в ноль. 

В качестве граничного условия, принято 
условие прилипания жидкости на стенки 
трубы радиуса: 

  0.V R                         (1) 

Исходные уравнения в переменных r  и z   
(в силу симметрии поставленной задачи фи-
зические величины не зависят от угловой 
координаты) при условии стационарности 
потока имеют вид 

 1
0r z

rV V

r r z

 
 

 
– 

уравнение непрерывности. 
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Система уравнений Навье – Стокса [10] 

z z
r z

V V
V V

r z

 
 

 
 

2 2

2 2

1 1
,z z zV V VP

z r r r z

   
           

 (2) 

 

r r
r z

V V
V V

r z

 
 

 
 

2 2

2 2 2

1 1
.r r r rV V V VP

r r r r z r

   
            

 (3) 

Экстремальные сечения (сечение, харак-
теризующееся максимальным или мини-
мальным радиусом трубы) обладают суще-
ственными особенностями: 

 extr
extr

0; 0.z
r

V
V

z

     
 

Благодаря этому нелинейные члены в экс-
тремальных сечениях обращаются в ноль. 
Рассмотрим участок в окрестности некото-
рого экстремального сечения, в котором по-
ложим 0.z   Примем, что в окрестности се-
чения с достаточной точностью zV  является 

четной функцией от z       ,z zV z V z    

а функция rV  является нечетной функцией  

от z      zVzV rr  . 
Запишем уравнение (2) и (3) в окрестно-

стях экстремальных сечений: 
2 2

2 2

1 1
,z z zV V VP

z r r r z

   
         

      (4) 

2 2

2 2 2

1 1
.r r r rV V V VP

r r r r z r

   
          

   (5) 

Уравнение (5) выполняется тождественно. 
Продифференцируем выражение (4) по 

r , выражение (5) по z : 
2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1 1 1
,

1 1 1
.

z

r

VP

z r r r r z r r

VP

r z r r r z r z

     
            

     
            

   (6) 

С учетом того, что 

1
rot

1
,

z
r

r z r
z

rVV
V e

r z

rVV V V
e e

z r r r






 
     

               

 

получим следующее соотношение, характе-
ризующее поток жидкости в экстремальном 
сечении: 

0
rot 0.

z
V 

   

Для решение задачи необходимо опреде-

лить зависимость 
P

z




 от r . Представим 

уравнение (6) в виде 
2

2 2

2 2

1

rot .r z

P

r z

V V
V

z z r z 




  

            

 

Тогда в экстремальном сечении 

 ,P z r

z





 

   
2

2
0

rot .
rP z

V r dr
z z 

         
   

Выражение  
2

2
0

rot
r

V r dr
z 

     
  со-

держит члены третьего порядка по z и про-
порционален вязкости . В модели маловяз-
кой жидкости его можно рассматривать как 
малую поправку и учесть методом последо-
вательных приближений. В первом прибли-

жении 
P

z




 в экстремальном сечении от ра-

диуса не зависит. 
 
Поток жидкости  
в экстремальном сечении 
 
Рассмотрим свойства семейства линий 

тока в приближении, при котором линии 
тока подобны контуру трубы и образуют 
поверхности с цилиндрической симметрией: 

  ,lr kR z  

где 0 1k   – параметр линии тока; ( )R z  – 
функция, описывающая контур трубы. 

В окрестностях экстремальных сечений 
параметр линии тока можно определить 
следующим образом: 

 , ,
r

k k f r z
R 

   
 

 

где R – радиус трубы;  zrr l  на линии то-

ка; 
r

k
R



   
 

 – параметр линии тока в раз-

личных экстремальных сечениях;  ,f r z  – 

функция, характеризующая расширения или 
сжатия линий тока. В окрестностях экстре-
мальных сечений  , 1.f r z   
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В общем случае .k k   

Гладкая функция  R z  аппроксимирует-

ся первыми двумя членами разложения в 
ряд 

 
2

2
2

1 ,
z

R z R
R 

 
  

 
  

где 
2

2
2

curve

R R
R

z r


  


 – относительная кри-

визна. 
При решении задачи для заданного экс-

тремального сечения начало системы коор-
динат помещено на оси трубы в этом сече-
нии. 

Закон сохранения массы в окрестностях 
экстремального сечения представим в виде 

 
 

2 2 const,

const.

z z

z

V r r V rR z k

V rR z

     


      (7) 

Отсюда следуют соотношения, определяю-
щие старшие производные вдоль линий то-
ка: 

  0,z
z

V R
r R z V

z z

      
 

 
2 2

2 2
2 0.z z

z

V V R R
R z V

z z z z

   
  

   
 

Тогда уравнение Навье – Стокса (1) в экс-
тремальном сечении примет вид неоднород-
ного уравнения Бесселя: 

22

2

1 1
.z z

z

d V dV P
V

dr r dr R z

        
        (8) 

 
Поток жидкости  
в минимальном сечении 
 
Так как для минимального сечения (да-

лее обозначается индексом «–») 
2

2
0,

R

z





 

решение неоднородного уравнения Бесселя 
(8) с учетом граничного условия (1) будет 
иметь вид 

 

2 0

0

1
1 ,z

r
I

RR P
V

z I




  
  

                     
 

   (9) 

где  0I   – модифицированная функция 

Бесселя нулевого порядка. 
Определим расход жидкости в трубе че-

рез минимальное сечение: 

   

 

4 0 1

2

0

2 .

2

I IR P
Q

z I


 






               
 

 (10) 

Важность определения расхода жидкости 
следует из того, что он одинаков в любом 
сечении. Это позволяет связать свойства 
потока в различных сечениях. 

Учитывая (9) и (10), выразим распреде-
ление скорости в минимальном сечении че-
рез расход жидкости: 

 

   

0 0

2

0 1

.
2

2

z

r
I I

RQ
V

R I I

 
 


 

  
    

          
 

   (11) 

Модифицированная функция Бесселя 

0

r
I

R

 
 

 
 всегда положительна и растет 

экспоненциально при росте аргумента, по-
этому распределение скорости в минималь-
ном сечении будет иметь вид, схематически 
представленный на рис. 1. 

 
 

r

௭ܸ
ି

 

ܴି

  

Распределение Пуазейля 

Распределение в мин. сечении 

 
 

Обозначения, принятые в рис. 1–4 
R  – минимальный радиус сечения трубы 

R  – максимальный радиус сечения трубы 

fR  – радиус застойной зоны 

r  – радиус трубы 

zV   – скорость потока в минимальном сечении трубы 

zV   – скорость потока в максимальном сечении трубы 

 
 
Рис. 1. Распределение скорости в сечении с мини-
мальным диаметром 

 
 
 

В случае малой кривизны выражения 
(10) и (11) примут вид 
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2
4

2

1
1

12 ,
8

1
4

R P
Q

z




 

 
                

 




 

 
2

2

2
1z

Q r
V

R R


 

  
        

 

22

4

1 1
12

.
1

1
12

r

R






                  
   
  
 




 

Выражения (10) и (11) являются решени-
ем задачи Пуазейля с учетом поправок на 
кривизну стенок. 

 
Поток жидкости  
в максимальном сечении 

 
В сечении с максимальным радиусом 

(далее обозначается индексом «+») 0
2

2





z

R
, 

и решение неоднородного уравнения Бессе-
ля (3.2) будет иметь вид 

 

2 0

0

1
1 .z

r
J

RR P
V

z J




 

  
  

                     
 

 (12) 

Ввиду того, что функция 0

r
J

R 


 
 

 
 яв-

ляется знакопеременной, необходимо рас-
смотреть следующие случаи. 

 

r 

௭ܸ
ା

 

ܴା 

 

Распределение Пуазейля 

Распределение в макс. сечении

 
 
 

Рис. 2. Распределение скорости в сечении с макси-

мальным диаметром при 1

r
x

R 


    

1. 1x  , где 2,40x   – первый корень 

функции Бесселя  0J  . 

В этом случае 0 0
r

J
R 


 
  

 
 при всех 

,r R  и задача решается при тех же гра-
ничных условиях, что и для случая течения 
в минимальном сечении. 

Расход жидкости определяется выраже- 
нием 

   

 

4 1 0

2

0

2 .

2

J JR P
Q

z J


 






               
 

 (13) 

Связь скорости в максимальном сечении 
с расходом примет вид 

 

   

0 0

2

1 0

.
2

2

z

r
J J

RQ
V

R J J

 
 


 

  
    

          
 

  (14) 

Распределение скорости (12) примет вид, 
представленный на рис. 2. 

В случае малой кривизны выражения 
(13) и (14) примут вид 

2
4

2

1
1

12 ,
8

1
4

R P
Q

z




 

 
                

 




    (15) 

2

2

2
1z

Q r
V

R R


 

  
        

 

22

4

1 1
12

.
1

1
12

r

R






                  
   
  
 




 (16) 

Выражения (15) и (16) являются решением 
задачи Пуазейля с учетом поправок на кри-
визну стенок. 

Связь градиента давления в максималь-
ном и минимальном сечениях определяется 
соотношением 

4 3
RP P

z z R
 

   

                         
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0
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2 .

2

I IJ

I J J


 




 

     
          

 

  (17) 
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2. При 1x   из выражения (17) следу-

ет, что 0.
P

z 

    
 В этом случае 

P

z




 мо-

жет быть сравним с поправкой  

 
2

2
0

rot
r

V r dr
z 

     
  

в выражении (6). Тогда граничное условие 
прилипания на стенках трубы (1) становится 
бессмысленным, поэтому выводы о харак-
тере решения имеют только качественный 
характер. При этом вместо граничного ус-

ловия (1) используется условие 0
P

z 

    
 

и равенство потоков. 
3. В случае, когда 1,x   скорость при 

1

r
x

R 


   меняет знак (рис. 3), и течение 

характеризуется возникновением застойной 
зоны, в которой жидкость циркулирует с 
малой скоростью (рис. 4). В этом случае не-
обходимо рассматривать две области потока 

fRr   и fRr  , где fR  – радиус застойной 

зоны. При переходе из одной области в дру-
гую скорость изменяется непрерывно, при 
этом на границе между областями 0.zV    

3.1. fRr  . В рассматриваемой области 

остаются справедливы соотношения (12)–
(14). При этом параметр, характеризующий 
линии тока, будет определяться следующим 
образом: 

f
f R

r
k  , 

причем fk ~ k . 

Граница застойной зоны fR  может быть 

определена из следующих уравнений, опи-
сывающих условия постоянства потока по 
трубе, при условии отсутствия массопере-
носа в застойной области: 

2

2

1 0

1
.z

c

r P R
V C J

R z



 

                
 

0

2 const.
fR

zQ rV dr    

заст 2 0.
f

R

z

R

Q rV dr


    

3.2. fRr  . Рассматриваемая область ха-

рактеризуется как застойная зона, в которой 

 

r

௭ܸ
ା 

 

௙ܴ

 

Распределение Пуазейля 

Распределение в макс. сечении

 
 

Рис. 3. Распределение скорости в сечении с макси-
мальным диаметром 1x    

 
 

ܴା 
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Рис. 4. Структура потока в канале с переменным сече-
нием 

 
 
 

жидкость циркулирует. При 1 2,r x x   

(где 1 2,x x   – корни функции Бесселя) 

0
P

z 

    
, а константа при функции Бес-

селя стремится к малой величине, в связи с 
чем скорость zV   в окрестностях границы 

трубы   Rr  не обращается в ноль, а ха-
рактеризует поведение пограничного слоя 
жидкости. Параметр линии тока для данного 

случая определяется как ,
r

k
R


  при этом 

какая либо связь с k  отсутствует. 
 
Простая модель потока  
при отсутствии застойной зоны  
 
Поток рассматривается между двумя ми-

нимальными сечениями, радиус которых 
предполагается одинаковым. В простой мо-
дели все приближения ограничиваются чле-
нами второго порядка. Определим функ-
цию, описывающую контур трубы   ,R z  

первыми членами разложения в ряд Фурье: 

  sin .
z

R z a b 

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Функцию  , ,f k z  характеризующую не- 

равномерность линий тока, примем равной 
единице. 

Соответственно моделируем вид линий 
тока как  .r kR z  

Закон сохранения массы примет вид 
2

sin const.z

z
V a b
    

         (18) 

Решение уравнения Навье – Стокса для 
поставленной задачи, будет иметь вид (11), 
(12). 

 
Определение градиента давления  
для заданного участка трубы 
 
Используя выражения (7) и (18), опреде-

лим зависимость проекции скорости zV  че-

рез экстремальное значение скорости 
zV  

 2

2
.

sin

z

z

V R
V

z
a b

 


   

                  (19) 

Учитывая (1) и (19), запишем уравнение 
Навье – Стокса (1) при 0k   (ось трубы): 

2

2

1 1

2
zVP

z z


  
  

 

     2
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.
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z z
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         
   

  (20) 

Проинтегрируем выражение (20) по дли- 
не трубы, учитывая, что интеграл от четных 
функций обращается в ноль. Вводя замену 

tg ,
2

z
 


 получим 
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1
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P
dz
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

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     2
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1
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d
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




 
       (21) 

Пределы интегрирования выберем таким 
образом, чтобы функция   была всюду не-

прерывна: 1 ,l   , 2 .l    
Вычисляя интеграл (21), получим связь 

среднего градиента давления для выделен-

ного участка трубы с градиентом давления в 
экстремальном сечении с минимальным ра-
диусом на оси трубы ( 0r  ): 

 
 

 

3
2 2 2
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.
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a bP
P I

z a R 

         
 

Аналогично (18) представим проекцию 
скорости zV  через экстремальное значение 

скорости 
zV : 

 2

2
.

sin

z

z

V R
V

z
a b

 


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Из уравнение Навье – Стокса (1) при 
0k   (ось трубы) определим связь среднего 

градиента давления для выделенного участ-
ка трубы с градиентом давления в экстре-
мальном сечении с максимальным радиусом 
на оси трубы ( 0k  ): 
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3
2 2 2
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.

2

a bP
P J

z a R 

         
 

 
 

Заключение 
 
Результаты исследования позволяют по-

лучить количественные оценки некоторых 
очевидных свойств: в трубе переменного 
сечения различие в распределении скоро-
стей наиболее существенно именно в сече-
ниях с минимальным и максимальным ра-
диусом. В минимальном сечении скорость 
вблизи поверхности трубы возрастает, в 
максимальном – уменьшается в плоть до 
нуля и образования застойной зоны при 
достаточно большом радиусе этого сечения. 
Модель дает количественную оценку «оста-
точной жидкости», не увлекаемой потоком, 
в застойных зонах и позволяет найти крите-
рий образования застойной зоны. Модель 
дает приближенную оценку отношения ско-
ростей в минимальном и в максимальном 
сечениях при фиксированном потоке: 
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2 .
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
 



    
 

  
 

 

В отличие от канала постоянного сечения 
в трубе с переменным радиусом наблюдает-
ся изменение градиента давления вдоль оси 
трубы. Данная модель позволяет получить 
оценку отношения градиентов давления в 
экстремальных сечениях (формула (17)). 
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MATHEMATICAL MODEL OF LIQUID FLOW  

THROUGH THE PIPE OF CURCULAR CROSS-SECTION 
 

This article analyses the properties of homogeneous viscous liquid flow in the pipe with variable 
cross-section characterized by cylindrical symmetry. The analytical approach is proposed in order to 
determine the flow velocity profile in the pipe’s extremium cross-sections. The conditions when 
dead spaces emerge in neighborhood of the maximum cross-section are identified. The particular 
case of problem-solving allowing prime presentation is examined for the set of current line allowing 
prime presentation. 

Keywords: Navier – Stokes equation, set of current lines, current lines' parameter, extremium 
cross-section. 

 
 

 


