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МОДЕЛИРОВАНИЕ ТУРБУЛЕНТНЫХ ПОТОКОВ СКАЛЯРА 
В ОБЛАСТИ ОБРУШЕНИЯ ВНУТРЕННИХ ВОЛН 

В СТРАТИФИЦИРОВАННОМ ТЕЧЕНИИ С ПРЕПЯТСТВИЕМ * 

 
Путем осреднения полученных ранее данных прямого численного моделирования вычислены статистические 

моменты в квазистационарной области турбулентности, формирующейся после опрокидывания внутренних волн 
в течении с препятствием и устойчивой стратификацией. Исследована эволюция во времени и пространственное 
поведение бюджета уравнений переноса для турбулентных потоков скаляра. Выполнены априорные оценки  
аппроксимаций для корреляции «давление – сдвиг скаляра» и процессов турбулентной диффузии в этом уравне-
нии. Проведенный анализ полезен для изучения турбулентной области в терминах статистических моментов и для 
проверки гипотез замыкания в моделях турбулентности. Показано, что порождение средним сдвигом и плавуче-
стью, а также корреляции с пульсациями давления приближенно балансируются в глобальном балансе уравнения 
для турбулентных потоков скаляра, как в уравнении для сдвиговых напряжений Рейнольдса, и в отличие от урав-
нений для дисперсии пульсаций скаляра и нормальных напряжений Рейнольдса. Алгебраические выражения  
для турбулентных потоков скаляра, типа модели градиентной диффузии, а также полученные в локально-равно- 
весном и неравновесном приближениях, оказываются некорректными, поэтому оправдано привлечение полных 
дифференциальных уравнений переноса для турбулентных потоков скаляра. 

Ключевые слова: устойчивая стратификация, обрушение внутренних волн, течение над препятствием, прямое 
численное моделирование, турбулентный поток скаляра, корреляция с пульсациями давления, полуэмпирические 
модели турбулентности. 

 
 
Введение 
 
Подветренные внутренние волны, гене-

рируемые топографией, при определенных 
условиях опрокидываются, что приводит к 
образованию квазистационарных областей 
турбулентности, наблюдавшихся в лабора-
торных экспериментах [1] и геофизических 
течениях. Эта проблема изучена путем пря-
мого численного моделирования (DNS) [2; 
3] уравнений Навье – Стокса в приближении 
Буссинеска. Внутренние волны генерирова-
лись двумерным препятствием косинусои-

дальной формы высотой h в течении с по-
стоянными входными значениями скорости 
U и градиента плотности, соответствующего 
устойчивой стратификации. В DNS-расчете 
при числах Рейнольдса Re 4000Uh    и 

Прандтля Pr 1     обрушение волн име-

ет место, если число Фруда Fh  (основанное 
на h) относительно мало, как и в [1]. Резуль-
таты при F 0,6h   представлены в [2–5] 
мгновенными и осредненными траектория-
ми частиц среды, изолиниями плотности, 
спектрами, членами баланса в уравнениях 
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для напряжений Рейнольдса и скалярной 
дисперсии, полученными при осреднении 
по размаху препятствия в области переме-
шивания и по значительному интервалу 
времени, на котором возникающая область 
турбулентности полностью развита и квази-
стационарна. 

В настоящей работе на основе данных 
DNS [2] получены различные характеристи-
ки поля скорости и скаляра в области обру-
шения подветренных волн, в частности рас-
пределения турбулентных потоков скаляра 
и членов баланса в уравнении для этих по-
токов. Затем выполнены априорные оценки 
аппроксимаций корреляции «давление – 
сдвиг скаляра» и членов турбулентной диф-
фузии, а также алгебраических моделей для 
турбулентных потоков скаляра. Такой ана-
лиз полезен как для изучения поведения об-
ласти турбулентности в терминах статисти-
ческих моментов, так и для верификации 
моделей турбулентности.  

 
Уравнение для турбулентных  
потоков скаляра 
 
Основные уравнения для мгновенных 

полей скорости и скаляра в безразмерном 
виде [2] при Pr = 1 и осреднении по Рей-
нольдсу дают уравнение для турбулентных 

потоков скаляра iu f  : 
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где скорость изменения (левая часть) балан-
сируется адвекцией (Aif), молекулярной 
диффузией (Mif), турбулентной диффузией 
за счет тройных корреляций (Tif), диффузией 
давления (Dif), порождением средними 

сдвигами скорости и скаляра (Pif), порожде-
нием плавучести (Gif), корреляцией с пуль-
сацией давления (πif), диссипацией (εif). Ска-
ляр f и давление p представляют собой [2] 
нормализованные отклонения от гидроста-
тических величин плотности и давления со-
ответственно; iu  – вектор мгновенной ско-

рости, а iu , f   и p  – пульсации скорости, 
скаляра и давления соответственно. Бюдже-
ты уравнений переноса для турбулентной 
кинетической энергии 2i ik u u  , компо-

нент тензора напряжений Рейнольдса i ju u   

и дисперсии пульсаций скаляра рассмотре-
ны в [2; 4; 5]. Ниже приводится анализ 
бюджета уравнения переноса (1). 

Распространенным подходом для опре-
деления iu f   также является упрощение (1) 

до алгебраического соотношения. В предпо-
ложении малости процессов адвекции и 
диффузии величины iu f   по сравнению  

с порождением, соответствующими членами 
в (1) пренебрегают или выражают их алгеб-
раически через известные величины. В част-
ности, перенос компонент iu f   полагается 

пропорциональности переносу величины 

k f f   (см., например, [6]): 
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где 0if   [7] (локальное равновесие) или 

1if   [6] (неравновесное приближение).  

Учет (1) и уравнений для турбулентной 
кинетической энергии и скалярной диспер-
сии [4; 5] 
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в (2) в пренебрежении молекулярной диф-
фузей и диффузией давления дает соотно-
шение 

if if if ifP G       

   1
,

2
f f

if i

PP G
u f
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  (3) 

упрощающее дифференциальное уравнение 
(1) и определяющее iu f   [6; 7]. 

 
Результаты вычислений  
и априорных оценок 
 
На рис. 1 из [4; 5] представлена картина 

течения в виде мгновенных траекторий час-
тиц, изолиний осредненных значений ска-

ляра (плотности), амплитуды скорости,  
завихренности, градиентов скаляра в цен-
тральной вертикальной плоскости (вид сбо-
ку), полученных из данных DNS [2] для  
квазистационарного периода первичной об-
ласти турбулентности, возникающей при  
опрокидывании подветренных волн. Распре-
деление плотности отражает слабонеустой-
чивое состояние в передней и нижней частях 
турбулентной области, поддерживающее ге-
нерацию пульсаций скаляра и скорости [5]. 
Локальные экстремумы турбулентных пото-
ков скаляра образуются (рис. 1) в слое сме-
шения над областью обрушения (где значи-
тельны вертикальные градиенты средних 
скорости и скаляра) и в зонах неустойчивого 
вертикального градиента плотности и мак-
симума горизонтального градиента плотно-
сти на передней кромке области [5]. 

Бюджет уравнения (1) для турбулентных 
потоков скаляра демонстрирует малые из-
менения величин потоков на интервале 
35 55t   (рис. 2), подтверждая квазиста-
ционарное поведение турбулентной облас-
ти, возникающей при обрушении волн. Мо-
лекулярная диффузия везде пренебрежимо 

мала (максимум ufM  на два порядка мень-

ше максимума ufT , рис. 3), поэтому пока-

зана на рис. 2 не отдельно, а в сумме с тур-
булентной диффузией. Все слагаемые (1) 
находились непосредственно из данных 
DNS, за исключением производных по вре-
мени, определявшихся как численная невяз-
ка баланса остальных членов (1). Оста- 
точная величина изменения по времени,

 
 

     
а                                                                                б 

 
 

Рис. 1. Изолинии компонент вектора турбулентных потоков скаляра u f   (а), w f   (б). Осреднение выполнено 

по всем узлам вдоль размаха препятствия (по координате y) и локально по (9 × 9)-узлам в (x, z)-плоскости, а затем 
по квазистационарному периоду (35 ≤ t ≤ 55) 
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Рис. 2. Бюджет уравнения (1) для турбулентных потоков скаляра u f   (а, в, д) и w f   (б, г, е):  

1 – ;i t
u f   2 –  ;ifA  3 –  ;if ifT M  4 – ;ifD  5 – ;ifP  6 – ;ifG  7 – ;if  8 –  if  

(а, б – эволюция по времени величин, осредненных по y и локально по малым площадям с (9 × 9)-узлами  
в (x, z)-плоскости, затем по области турбулентности (1,41 ≤ x ≤ 4,84 и 1,41 ≤ z ≤ 3,59); профили при x = 2,5 (в, д)  
и z = 2,5 (г, е), полученные при осреднении данных DNS, как на рис. 1) 

 
 
 
 

обозначаемая как i t
u f  , неявно включает 

погрешности вычислений баланса осталь-
ных членов, которые очень малы для ис-
пользуемой мелкой сетки [2]. 

С ростом времени (см. рис. 2, а, б) снача-
ла, при ~ 22t , появляется порождение пла-
вучести для турбулентных потоков скаляра 

(  2
3 1 Fwf f hG G f f    ), приводя к бы-

строму росту w f  , как и в [4] для верти-

кальных пульсаций скорости w w  . По- 

рождение плавучести остается доминирую-
щим вкладом в бюджет w f  -уравнения,  

в отличие от бюджета w w  -уравнения, где 

глобально (т. е. при осреднении по области 
турбулентности) вклад порождения плаву-
чести при 35 ≤ t ≤ 55 был относительно ма-
лым [4]. Глобально корреляция с пульса-
циями давления приближенно балансирует  
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Рис. 3. Изолинии членов u f  -уравнения, полученные осреднением данных DNS, как на рис. 1: 

а – ;ufP  б – ;ufM  в – ;uf  г –  ;ufA  д – ;ufD  е – ;uf ufT M  ж –  ;uf  з – 
t

u f   
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Рис. 4. Изолинии членов уравнения для w f  , полученные осреднением данных DNS, как на рис. 1: 

а – ;wfP  б – ;wfM  в – ;wf  г –  ;wfA  д – ;wfD  е – ;wf wfT M  ж –  ;wf  з – 
t

w f   
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порождение средним сдвигом и порождение 
плавучести в бюджете уравнения (1), а ад-
векция, диссипация и диффузия оказывают-
ся величинами меньшего порядка.  

Это аналогично бюджету уравнения для 
сдвиговых напряжений Рейнольдса и не со-
ответствует бюджету уравнений для нор-
мальных напряжений Рейнольдса и диспер-
сии пульсаций скаляра, где слагаемые 
адвекции и диссипации также вносят замет-
ный вклад (см. рис. 2 из [4; 5]). Локальные 
распределения статей баланса (показанные 
при x = 2,5 и z = 2,5 на рис. 2, в–е, в (x, z)-
плоскости на рис. 3, 4) в некоторых местах, 
например в передней части турбулентной 
области, имеют сравнимые величины чле-
нов порождения средним сдвигом, адвек-
ции, диффузии давления и турбулентной 
диффузии. Вклады диссипации, молекуляр-
ной диффузии и результирующее изменение 
во времени i t

u f   остаются малыми и в ло-

кальных распределениях (см. рис. 2–4). 
При добавлении малого члена диссипа-

ции (в моделях турбулентности этим членом 
обычно пренебрегают, полагая 0if  ) к 

корреляции с пульсациями давления итого-
вая величина почти не меняется (см. рис. 3, 
в, ж; 4, в, ж; 5, а, б) и следует линейной ги-
потезе стремления к изотропии [7; 8]  

*
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которая приблизительно подтверждается 
(см. рис. 5) c рекомендованными в [8] кон-
стантами в (4), т. е. корреляция «давление – 
сдвиг скаляра», в основном, пропорцио-
нальна и противоположна по знаку величи-
нам iu f  , порождения сдвигом скорости 

*
ifP  и порождения плавучести ifG , как и  

для сдвигового напряжения Рейнольдса [4].  
Некоторое занижение корреляций с пульса-
циями давления для горизонтальной компо-
ненты турбулентного потока тепла (в част-
ности, в передней части области при x ≈ 2) и 
завышение – для вертикальной компоненты

 
 

     
а       б 

     
в       г 

 
Рис. 5. Изолинии (πif – εif), полученные: а, б – непосредственно из данных DNS;  

в, г – из априорной оценки модели (4) – подстановки данных DNS в (4) 
(а, в – (πuf – εuf); б, г – (πwf – εwf)) 
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Рис. 6. Изолинии корреляций u f   (а, в, д) и w f   (б, г, е), полученных при подстановке  

осредненных данных DNS в выражения (6) (а, б), (5) при 0if   (в, г), (5) при 1if   (д, е);  

изолинии величин ufR  (ж) и kffR  (з), т. е. левой и правой частей уравнения (2) для u f   
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(в верхнем и нижнем слоях смешения при  
x > 2,4), по-видимому, может быть исправ-
лено путем подходящих нелинейных моди-
фикаций модели (2) для if  (приведенных, 

например, в [8]). 
Подстановка аппроксимации (4) в (3) да-

ет анизотропное выражение  
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для компонент вектора iu f  . Простая мо-

дель изотропной турбулентной диффузии 
[9; 10] 
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фактически учитывает только порождение 
средним сдвигом скаляра из (1) по сравне-
нию с (5), где учтено большинство статей 
баланса исходного уравнения переноса (1). 
Сравнение распределений для турбулент-
ных потоков скаляра на рис. 1 и 6, а–е пока-
зывает, однако, что (5) и (6) являются  
некорректными. Наиболее полная неравно-
весная модель (5) при 1if   дает некоторое 

качественное согласие, но количественные 
расхождения остаются существенными, по-
видимому, из-за грубости допущения (2), 
как видно из рис. 6, ж, з. Таким образом, 
для рассматриваемой области обрушения 
подветренных волн турбулентные потоки 
скаляра лучше определять из решения пол-
ного дифференциального уравнения (1).  

Для замыкания (1) помимо параметриза-
ции (4) необходимо задать турбулентную 
диффузию Tif или корреляции, входящие  
в Tif. Для описания тонких нелокальных 
свойств турбулентного переноса иногда 
применяются модели третьего порядка с 

уравнением для i ju u f    [11], но в боль-

шинстве приложений используются алгеб-
раические модели для тройных корреляций. 
Приближенно замкнутое уравнение перено-

са для i ju u f    с учетом локального равно-

весия дает 
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эмпирическая константа найдена численной 
оптимизацией [8; 11]. Упрощенные аппрок-
симации [8; 12; 13] оказывают подобное мо-
дели (7) влияние за счет увеличения sfC  по 

сравнению с *
sfC : 
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Наиболее простая градиентная модель 
аналогична (6) и членам диффузии в k-ε мо-
дели [9; 10]: 

 i j t t i ju u f u f x         .     (10) 

Диффузией давления ifD  в моделях тур-

булентности обычно пренебрегают или 
включают ifD  в аппроксимацию члена тур-

булентной диффузии if i j jT u u f x     , 

обусловленной тройными кореляциями, т. е. 
полагают, что ( if ifT D ) получается так же, 

как и ifT : например, для (9) и (10) соответ-

ственно 
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На рис. 7 представлены величины  if ifT D , 

полученные непосредственно из данных 
DNS (см. ifD  и ifT  на рис. 3, 4) и результаты 

априорных оценок диффузионных членов 
( if ifT D ) из (7)–(10). Как и в [5], эмпириче-

ские константы в (7)–(9) уменьшены, для 
того чтобы уровень процессов диффузии  
в передней части области обрушения был
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Рис. 7. Изолинии величин (Tif + Dif), в том числе (Tuf + Duf) (а, в, д, з, и) и (Twf + Dwf) (б, г, е, ж, к),  
вычисленных напрямую из данных DNS (а, б); из априорных оценок аппроксимаций (7) при * 0,09sfC   (в, г); 

(8) при 0,12sfC   (д, е); (9) при 0,15sfC   (ж, з); градиентной модели (10) (и, к) 
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сопоставим с наблюдаемым в DNS, тогда 
как при * 0,11sfC  , 0,2sfC  , 0,3sfC   ве-

личина ( if ifT D ) получается завышенной.  

Модели (7)–(10) дают небольшую лож-
ную зону положительных значений (Tuf +  
+ Duf) в верхней части турбулентной области 
с максимумом при 2,4x   и 3,2z  , отсут-
ствующую на рис. 7, а, немного смещают 
вниз основную зону положительных значе-
ний (Tuf + Duf) в передней части области и не 
воспроизводят малую зону положительных 
значений (Twf + Dwf) при 3x z   (см. рис. 7). 
Тем не менее, в целом, градиентные модели 
процессов диффузии, особенно полная ап-
проксимация (7), демонстрируют неплохое 
качественное и количественное согласие, 
тогда как наиболее простая модель (10) с 
изотропным коэффициентом турбулентной 
диффузии t t   дает наихудшее согасие, 
завышая (Tuf + Duf) и занижая (Twf + Dwf). 
Также в [14] показано, что алгебраическая 

модель для i j ku u u    будет точнее при учете 

не только порождения моментов третьего 
порядка, основанного на градиентах момен-
тов второго порядка, но и порождения за 
счет плавучести и градиентов средних вели-
чин в уравнении переноса для тройных кор-
реляций. Подобное уточнение, очевидно, 
возможно по отношению к (7) с привлече-
нием всех членов полного порождения 

i ju u f    из уравнения переноса для этой 

корреляции. 
 

Заключение 
 
Турбулентная область, возникающая при 

обрушении подветренных внутренних волн 
в течении с препятствием и стратификаци-
ей, исследована путем анализа компонент 
вектора турбулентных потоков скаляра и 
статей баланса в уравнении переноса для 
этой величины, полученных из данных пря-
мого численного моделирования [2]. На ос-
нове этих результатов выполнены априор-
ные оценки возможностей общепринятых 
гипотез замыкания для корреляции «давле-
ние – сдвиг скаляра» и диффузионных чле-
нов в уравнении переноса для турбулентных 
потоков скаляра, а также алгебраических 
выражений для этих потоков. Подобный 
анализ бюджета уравнений переноса и рабо-
тоспособности аппроксимаций моделей тур- 

булентности можно провести и для различ-
ных моментов третьего порядка.  
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MODELING THE TURBULENT SCALAR FLUXES  

IN AN INTERNAL WAVE BREAKING REGION  
IN STRATIFIED FLOW WITH OBSTACLE 

 
Based on averaging of the direct numerical simulation data obtained earlier, statistical moments 

are calculated in a turbulent patch arising after internal wave overturning in a flow with obstacle 
and stable stratification. Temporal evolution and spatial behavior of the turbulent-scalar-flux 
transport equation budget have been studied. A priori estimations of approximations for the pres-
sure-scalar-gradient correlation and turbulent-diffusion processes in this equation have been carried 
out. The performed analysis is helpful to explore the turbulent patch in terms of statistical moments, 
and to verify closure hypotheses in turbulence models. It is shown that, in the global balance of the 
turbulent-scalar-flux equation, the mean-shear and buoyancy productions and the pressure-scalar-
gradient correlation are roughly balanced, as for the shear Reynolds stress equation, and in contrast 
to the scalar variance and normal Reynolds stress equations. The algebraic turbulent-scalar-flux re-
lations of the gradient diffusion type, as well as those derived in local-equilibrium and non-
equilibrium assumptions are incorrect; therefore the use of the full turbulent-scalar-flux equation is 
justified. 

Keywords: stable stratification, internal wave breaking, flow above obstacle, direct numerical 
simulation, turbulent scalar flux, correlation with pressure fluctuations, semi-empirical turbulence 
models. 

 


