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О СПИРАЛЬНЫХ СТРУКТУРАХ В КРУГЛОЙ ТУРБУЛЕНТНОЙ СТРУЕ * 

 
При помощи базы данных результатов прямого численного моделирования (Direct Numerical Simulation, DNS) 

уравнений Навье – Стокса проведен анализ характеристик когерентных структур в турбулентной круглой струе, 
вытекающей из длинной трубы, на расстоянии до 40 калибров от сопла при числе Рейнольдса Re = 5940. Обнару-
жено, что оптимальные базисные функции POD разложения (Proper Orthogonal Decomposition, POD) имеют вид 
спиральных возмущений и соответствуют когерентным вихревым структурам, присутствующим в ближней и 
дальней области течения. Показано, что две первые зеркально-симметричные POD моды, содержащие около 5 % 
полной кинетической энергии турбулентности, описывают пространственную структуру и динамику крупномас-
штабных пульсаций скорости первой азимутальной моды m = 1 сдвигового слоя прямоточной турбулентной 
струи.  

Ключевые слова: турбулентная струя, прямое численное моделирование, когерентные структуры. 
 
 
 
Введение 
 
Крупномасштабные организованные (ко-

герентные) вихревые структуры присутст-
вуют во многих свободных сдвиговых тур-
булентных течениях, таких как слои 
смешения, струи и следы [1–3]. Эти струк-
туры участвуют в интенсивном перемеши-

вании [4–5] и играют значительную роль в 
генерации акустического шума [6]. Динами-
ка и характеристики когерентных вихревых 
структур в существенной степени зависят от 
начальных и граничных условий [7–11] и 
определяют асимптотические автомодель-
ные состояния течения при больших време-
нах эволюции и расстояниях от области 
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формирования [12–13]. Глубокое понимание 
динамики и пространственной организации 
энергонесущих крупномасштабных вихре-
вых структур необходимо для разработки и 
развития эффективных методов управления 
турбулентными потоками. 

Общеизвестно, что когерентные структу-
ры в круглых струях обычно проявляются 
вблизи сопла в виде кольцевых вихрей 
Кельвина – Гельмгольца, затем разрушают-
ся вниз по течению и вносят вклад в форми-
рование полностью развитого турбулентно-
го потока [7; 14]. В то время как в ближнем 
поле струи доминирует осесимметричная 
мода, теория [15], численные расчеты [16] и 
экспериментальные наблюдения [17–18] 
свидетельствуют о присутствии спиральных 
структур в области развитого турбулентного 
потока. Прямой анализ наиболее энергоне-
сущих мод потока, действительно, показы-
вает наличие спиральных структур в конце 
потенциального ядра [19]: области наиболее 
важной с точки зрения генерации акустиче-
ского шума [20]. Методы линейного анализа 
устойчивости и низкоразмерного моделиро-
вания [21–23] широко и весьма успешно 
применяются для прогнозирования характе-
ристик доминирующих возмущений в 
ближней области струи, однако полное по-
нимание структуры и динамики возмуще-
ний в дальнем поле струи все еще отсутст-
вует.  

Целью работы было численное исследо-
вание характеристик когерентных вихревых 
структур от ближней до дальней области 
турбулентной круглой струи на основе дан-
ных прямого численного моделирования 
(Direct Numerical Simulation, DNS) и стати-
стического анализа методом главных ком-
понент (Proper Orthogonal Decomposition, 
POD). 

 
Постановка задачи,  
детали численных расчетов  
и результатов анализа 
 
В данной работе представлен анализ ре-

зультатов прямого численного моделирова-
ния турбулентной круглой струи [24–25]. 
Решение уравнений Навье – Стокса для 
сжимаемой среды проводилось на основе 
вычислительного кода, использующего для 
дискретизации уравнений движения метод 
конечных разностей четвертого порядка ап-
проксимации в радиальном и продольном 

направлениях и разложение Фурье для од-
нородной координаты – азимутального на-
правления. Расчетная область разбивалась 
на подобласть для использования множества 
вычислительных ядер при помощи протоко-
ла MPI и OpenMP. Вычислительная сетка 
использовала около 400 млн узлов, что ока-
залось достаточным для того, чтобы разре-
шить даже самые малые турбулентные мас-
штабы вплоть до размера Колмогорова. 

Образование в потоке вихрей Кельвина – 
Гельмгольца и последующий ламинарно-
турбулентный переход приводят к требова-
нию более протяженных пространственных 
областей для создания развитого турбулент-
ного течения [26]. В связи с этим в работе 
была рассмотрена турбулентная круглая 
струя, вытекающая из длинной круглой тру-
бы с полностью развитым турбулентным 
профилем скорости, при числе Рейнольдса 
Re = 5940, определяемом по среднерасход-
ной скорости Ub в трубе и диаметру трубы 
D. Поток из трубы истекал в пространство, 
затопленное той же жидкостью, с однород-
ным спутным потоком uco = 0.27 Ub (случай 
M46-c1 в [24]). Вместе с достаточным про-
странственным разрешением расчет имел 
также продолжительную временную реали-
зацию длительностью примерно 400D/Ub 
временных единиц, записанную на жесткий 
диск, что позволило провести статистиче-
ский анализ даже дальней области струи. 
Цилиндрические координаты (x, r, ϕ) с на-
чалом, расположенным в центре выходного 
сечения трубы, соответствуют продольному, 
радиальному и азимутальному направлени-
ям соответственно. Физическая область 
имела продольную координату по потоку до 
x/D = 40. Детальный статистический анализ 
пульсаций скорости проводился для пяти 
пространственных цилиндрических облас-
тей, отмеченных на рис. 1, а.  

На рис. 1, а показана визуализация слож-
ной вихревой структуры турбулентного те-
чения контурами модуля мгновенной завих-
ренности. На рис. 1, б представлены 
зависимости от продольной координаты x/D 
величин обратной средней продольной ско-

рости на оси струи 1
cu , полуширины струи 

δ, толщины потери импульса θ, определяе-
мой как 
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где верхняя черта над символом означает 
усреднение по времени. Средние характери-
стики показывают, что полностью развитый 
(автомодельный) турбулентный поток дос-
тигается после x = 20D. 

Цилиндрическая геометрия (табл. 1) по-
зволяет использовать разложение полей те-
чения на моды Фурье совместно с POD раз-
ложением по ортогональным базисным 
функциям [27]. При анализе каждое трех-
компонентное поле мгновенной скорости u 

представлялось в виде комплексных ампли-
туд Фурье  

   
2

0

1
, , , , , ,

2
m imr x m t r x t e d


   

 u u u , 

(2) 
где m – азимутальное волновое число.  

Затем для каждой гармоники m проводи-
лось POD разложение временной последо-
вательности комплексных амплитуд Фурье  
в пяти пространственных областях I–V.

 

 
а 

 
б 

 
в 
 

Рис. 1. Распределение амплитуды мгновенной завихренности (а) в области до 40 калибров от сопла. Отмечены 
пять цилиндрических пространственных областей, для которых проводился статистический анализ пульсаций 

скорости. Нормированные величины обратной скорости (б) на оси струи 1
cu , толщины потери импульса θ и по-

луширины струи δ в зависимости от координаты по потоку x. Зависимость интегральной кинетической энергии 
турбулентности (в) для различных азимутальных мод m от x. Пунктирная линия соответствует азимутальной моде 
m = 0 

Обратная осевая скорость, 1
cu

Dδ/

Dθ/

Dx /

Dx /

Толщина потери импульса,

Полуширина струи,
 

1|| m

10|| m

,%mk

0 10 20 30 Dx /



ÃÛÎÎˇ‰Ê‡ÌÓ‚ —. ». Ë ‰р. Œ ÒÔËр‡Î¸Ì˚ı ÒÚрÛÍÚÛр‡ı ‚ ÍрÛ„ÎÓÈ ÚÛр·ÛÎÂÌÚÌÓÈ ÒÚрÛÂ         43 
 

 

Метод «Snapshot POD» [28] представляет 
собой разложение последовательности из  
N = 1100 коэффициентов Фурье  

1 2, , ,m m m
N  u u u , 

вычисленных в моменты времени t   

1 2, , , nt t t   (с шагом ∆t ≈ 0.35D/Ub) в виде 
суперпозиции комплексных пространствен-
ных ортонормированных базисных функций 

( , )m
q r xv  c вещественными амплитудами λm

q  

(собственными значениями POD) и ком-
плексными безразмерными временными ко-
эффициентами ( )q

m ia t : 

1

( , ) ( , , , ) ( )λ ( , )
N

m m m m
i i q i q q

q

r x r x m t a t r x


 u u v . 

(3) 
При этом пространственные базисные функ-
ции m

qv  и временные коэффициенты ( )qa t  

удовлетворяют следующим условиям: 

2 ( , ) ( , ) δm m
i j ij

V

r x r x rdrdx V  v v ,          (4) 

1

( ) ( )
N

m m
i n j n ij

n

a t a t N


  ,                  (5) 

в которых V – объем рассматриваемой об-
ласти, а ij обозначает символ Кронекера. 

Алгоритм анализа данных прошел валида-

цию в предыдущих работах авторов на базах 
данных эксперимента и расчета [29–30]. 

На рис. 1, в показана зависимость вели-
чины КЭТ для набора азимутальных гармо-

ник, 2/
2mmk u , проинтегрированная в 

плоскости r . На малом расстоянии от 
сопла вследствие истекающего из трубы 
развитого турбулентного потока большое 
число азимутальных гармоник (вплоть до 
старших m) являются неустойчивыми и вно-
сят весомый вклад в кинетическую энергию 
турбулентности потока. Однако далее по 
потоку гармоники с малыми волновыми 
числами m несут основную часть кинетиче-
ской энергии, при этом достигаются некото-
рые постоянные значения доли энергии для 
широкого спектра m при x = 40D (табл. 2). 

На рис. 2 показаны распределения вели-
чины кинетической энергии пульсаций 

  2/λ
2m

q
m
qk  для наиболее энергонесущих 

POD мод различных азимутальных гармо-
ник m для пяти областей потока. Результаты 
показывают, что по сравнению с начальным 
участком автомодельная область струи ха-
рактеризуется доминированием азимуталь-
ных гармоник с малыми волновыми числа-
ми, которые содержат существенную часть

 
 

Таблица 1 
Геометрические параметры  

пространственных областей для анализа,  
отмеченные на рис. 1, а * 

 

Область xs/D xe/D R/D 

I 2.5 8.5 1.5 

II 7.5 17.5 2.0 

III 15.0 25.0 2.5 

IV 22.5 32.5 2.8 

V 30.0 40.0 3.0 
 

* В табл. 1 и 2 значения xs и xe соответствуют продоль-
ной координате начала и конца области, а R – радиусу каж-
дой цилиндрической области. 

 
 

Таблица 2 
Геометрические характеристики пространственных областей для анализа данных,  

отмеченные на рис. 1, а 
 
|m| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
km, % 11.5 16.7 13.1 9.2 6.7 4.8 3.7 2.9 2.4 1.9 1.6 
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Рис. 3. Изоповерхности (а) величины осевой компоненты скорости для POD мод m = 1, q = 1 и m = 1, q = 2, полу-
ченных для области V. Двумерное распределение соответствует осевой компоненте вещественной части POD 
моды m = 1, q = 1. Эволюция (б) амплитуды β и фазы γ временных коэффициентов POD мод m = 1, q = 1 и m = 1,  
q = 2 

 
 
 

кинетической энергии пульсаций. В процес-
се анализа было обнаружено, что собствен-
ные функции POD образуют пары с при-
мерно равным количеством энергии у 
каждой пространственной моды. Это осо-
бенно проявляется в ближней области 
струи, где временная реализация полей ско-
рости чрезвычайно велика с точки зрения 
характерных локальных временных мас-
штабов течения, что обеспечивает хорошую 
сходимость результатов (см. для примера 
моды q = 1, 2 и q = 3, 4 на рис. 2). Каждая 
пространственная собственная функция 
должна иметь зеркально-симметричную па-
ру (по отношению к азимутальной коорди-
нате  ), что следует из осевой сим-
метрии потока в случае, когда интегральная 
закрутка отсутствует. Небольшое отклоне-
ние в величине энергии у зеркально-
симметричных мод связано с ограничиваю-
щим условием ортогональности на собст-
венные функции ( , )m

q r xv  POD разложения. 

На рис. 3 показана спиральная форма 
двух наиболее энергоемких POD мод с m = 
1, q = 1, 2 в дальней области V, которые 
вместе содержат 4.85% полной кинетиче-
ской энергии пульсаций. Спиральная форма 
образуется из-за волнообразного распреде-
ления собственных функций в осевом на-
правлении x совместно с разложением Фу-
рье по азимутальной координате ϕ. Такая 
форма наблюдается для всех энергонесущих 
мод и может быть интерпретирована как 
общая форма базисной собственной функ-
ции струйного течения. Для детального ис-

следования динамики выделенных спираль-
ных структур мы проанализировали ком-
плексные временные амплитуды aq

m POD 
разложения, воспользовавшись представле-
нием Эйлера: 

2 γ( )α( ) β( ) i tt t e  ,   (6) 
где β и γ – временные последовательности 
вещественных чисел. При этом β(t) несет ин-
формацию об эволюции амплитуды, а γ(t) – 
об изменении фазы со временем. Важно от-
метить, что фаза оказывается квазилиней-
ной функцией времени γ ≈ ft (см. вставку на 
рис. 3, б) [31]. Обратите внимание, что зер-
кально-симметричные собственные функ-
ции имеют одинаковое значение γ с точно-
стью до знака, что соответствует вращению 
спиралей вокруг оси симметрии в противо-
положном направлении с частотой враще-
ния f. 

Выявленная зависимость 2 ifte   подразу-
мевает, что спиральные моды распростра-
няются вниз по потоку с характерной фазо-
вой скоростью. Динамика турбулентных 
пульсаций также описывается амплитудой 
β(t), см. рис. 3б, где можно наблюдать мас-
штабные флуктуации, которые появляются с 
периодом вращения спирали 1/f  ≈ 22.5D/Ub. 

Обобщенные характеристики спиральной 
моды, соответствующей наиболее энергоне-
сущей собственной функции POD для m = 1, 
показаны на рис. 4. Рассчитаны характерная 
длина волны, частота и фазовая скорость 
распространения. Длина волны возмущения 
медленно возрастает вниз по потоку, и рав-
няется примерно λ/δ ≈ 5 при нормировании
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Рис. 6. Сравнение продольной компоненты пульсаций скорости из DNS расчета  
и полученных из низкоразмерной реконструкции на основе суперпозиции POD мод (x = 35D, r = δ) (а);  

сравнение продольной компоненты пульсаций азимутальной моды m = 1 (б) 

Рис. 4. Зависимость локальной длины волны (а), частоты 
(б) и фазовой скорости (в) моды m = 1 от осевого поло-
жения x. Квадратными символами показаны результаты из 
POD, нормированные на Ub и D, а круглыми – ре-
зультаты, нормированные на локальные характеристики 

струи δ, ( δ)xu r  . Сплошная кривая визуализирует ре-

зультаты линейного анализа устойчивости 

Рис. 5. Нормированные спектры полной кинетической 
энергии турбулентности k(f) в слое смешения струи (при 
r = δ и различных осевых положениях x/D = 12.5, 20.0, 
27.5, 35.0) и спектры km=1 пульсаций моды m = 1 (график 
сдвинут вниз для наглядности) 
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на полуширину струи. В то же время харак-
терная частота возмущений моды падает с 
увеличением x, однако при нормировании 
на локальные характеристики струи ее  
величина также колеблется вокруг постоян-
ного значения 0.17. Фазовая скорость рас-
пространения возмущений uph = fλ незначи-
тельно меньше 1.0 (≈ 0.9) в единицах 
полуширины струи и локальной продольной 
скорости в слое смешения (при r = δ), что 
согласуется с более ранними исследования-
ми [32]. Отметим, что первые POD моды, 
полученные для азимутальных гармоник с 
m >1, имеют значения λ, f и uph, близкие к 
значениям для m = 1. 

В работе проведено сравнение результа-
тов POD анализа данных DNS расчета c ре-
зультатами линейного локального анализа 
пространственной устойчивости средних 
полей течения в условиях квазипараллель-
ного приближения. Линеаризованные урав-
нения Навье – Стокса на возмущения скоро-
сти  u u u  получены для возмущений в 
форме монохроматической волны 

2ˆ ( ) ikx im iftr e   u u , 
где k = kre + i kim – комплекснозначное про-
странственное волновое число с kre = 2π/λ. 
Напряжения Рейнольдса моделируются с 
помощью гипотезы Буссинеска. Эти урав-
нения приводятся к системе линейных 
обыкновенных дифференциальных уравне-
ний с соответствующими граничными усло-
виями, которые решаются для неизвестного 
собственного значения k(f) и собственной 
функции ˆ ( )ru . Набор собственных значе-
ний k(f) определяют дисперсионную кри-
вую. Детали процедуры описаны в [29]. Ам-
плитуда возмущений экспоненциально 
возрастает, когда kim(f) < 0 для фиксирован-
ной частоты f. На рис. 4 показаны характе-
ристики λ, f и uph неустойчивой азимуталь-
ной моды m = 1 для кривой нейтральной 
устойчивости (kim = 0). Видно, что длина 
волны возмущения несколько завышена, но 
частота и фазовая скорость хорошо соответ-
ствуют результатам POD. Несмотря на хо-
рошее согласие результатов, важно прояс-
нить, являются ли идентифицированные 
наиболее энергонесущие когерентные струк-
туры значимыми для глобальной динамики 
потока. Для ответа мы провели анализ спек-
тров кинетической энергии пульсаций в 
слое смешения струи для различных осевых 
положений (рис. 5). Можно заметить, что 

спектры для разных осевых положений ло-
жатся на одну кривую, что говорит о само-
подобии больших масштабов течения. 

Вертикальные пунктирные линии пока-
зывают диапазон частот, представленный на 
рис. 4, б, где, как ожидается, динамика спи-
ральных мод m = 1, q = 1, 2 вносит сущест-
венный вклад. Данный диапазон частот в 
спектре пульсаций, действительно, является 
наиболее энергосодержащим, однако доми-
нирующий пик в нем отсутствует, который 
наблюдается, например, в струях с выра-
женным ламинарно-турбулентным перехо-
дом из-за динамики кольцевых вихрей 
Кельвина – Гельмгольца. Тем не менее, если 
проинтегрировать спектр в низкочастотной 

области до предела δ/ xf u  < 0.24, то в ре-
зультате получим величину в 43 % от полной 
КЭТ. В то же время спектры кинетической 
энергии пульсаций только азимутальной 
моды m = 1 демонстрируют отчетливый пик 
в этом диапазоне частот (см. рис. 4, б). 

На рис. 6, а показано сравнение мгновен-
ных пульсаций осевой компоненты скоро-
сти в слое смешения струи (при r = δ, x =  
= 35D) c низкоразмерной реконструкцией 
пульсаций, построенных на основе домини-
рующих POD мод. Можно видеть, что две 
первые POD моды m = 1, q = 1, 2, содержа-
щие 4.85 % полной кинетической энергии 
пульсаций, захватывают все значимые 
крупномасштабные события. Десять наибо-
лее энергонесущих POD мод для m = 1, 2  
и 3, содержащие суммарно 16.66 % полной 
энергии, значительно увеличивают ампли-
туду пульсаций (см. рис. 6, а) и более точно 
описывают исходный сигнал. При рассмот-
рении пульсаций только первой азимуталь-
ной моды m = 1, показанных на рис. 6, б, 
можно видеть, что суперпозиции двух пер-
вых POD мод оказывается достаточно для 
реконструкции пульсаций скорости с хоро-
шей точностью. Подобные результаты были 
зафиксированы и для других азимутальных 
гармоник m. 

 

Заключение 
 
В данной работе при помощи результа-

тов численных расчетов методом DNS и 
статистического анализа методом POD ис-
следованы характеристики когерентных 
структур от ближней до дальней области 
канонической прямоточной турбулентной 
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струи, вытекающей из трубы круглого сече-
ния. Показано, что распространяющие вниз 
по потоку когерентные структуры спираль-
ной формы являются характерными собст-
венными модами струйного течения и вно-
сят существенный вклад в структуру и 
динамику пульсаций прямоточной турбу-
лентной струи. Обнаруженные спиральные 
структуры, по всей видимости, играют до-
минирующую роль в динамике неосесим-
метричных и закрученных струй [30], что 
хорошо согласуется с асимптотикой в дальней 
области струи и соображениями автомодель-
ности течения [13; 33]. Масштабируемые ха-
рактеристики наиболее энергонесущих спи-
ральных структур, такие как локальная 
длина волны, частота и фазовая скорость 
возмущений, нормированные на локальные 
параметры струи, были проанализированы с 
использованием статистического метода 
POD и сопоставлены с результатами линей-
ного анализа устойчивости. Установлено, 
что две первые зеркально-симметричные 
POD моды, содержащие около 5 % полной 
кинетической энергии турбулентности, опи-
сывают пространственную структуру и ди-
намику крупномасштабных пульсаций пер-
вой азимутальной моды m = 1 сдвигового 
слоя прямоточной турбулентной струи. 
Дальнейшие исследования будут направле-
ны на детальное изучение роли наблюдае-
мых спиральных структур в процессах пе-
ремешивания [4], генерации акустического 
шума [6], анализ их вклада в сильную ани-
зотропию течения, а также распределение 
концентрации пассивной примеси в дис-
персных потоках [35]. 
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ON HELICAL STRUCTURES IN A ROUND TURBULENT JET 

 
Using Direct Numerical Simulation (DNS) database we performed a statistical analysis of the 

characteristics of coherent structures in a turbulent circular pipe jet for Reynolds number Re = 5940 
at a distance up to 40 pipe diameters from an inlet. It was shown that the optimal basic functions of 
the Proper Orthogonal Decomposition of velocity fields have the form of spiral perturbations and 
correspond to the coherent vortex structures present from the near to far field of the jet. The first 
two mirror-symmetric POD modes containing about 5 % of the total turbulent kinetic energy de-
scribe the spatial structure and dynamics of large-scale velocity fluctuations of the first azimuthal 
mode m = 1 in the mixing layer of turbulent jet. 

Keywords: turbulent jet, direct numerical simulation, coherent structures. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 




