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ДИНАМИКА ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ДВУМЕРНЫХ ДОМЕННЫХ СТЕНОК 

С ТОПОЛОГИЧЕСКИМ ВИХРЕМ 
 
Проведено численное исследование динамики трехсолитонных взаимодействий 180-градусных доменных сте-

нок с топологическим вихрем (солитоном) белавин-поляковского типа в фазовом пространстве (2 + 1)-мерной 
анизотропной О(3) инвариантной нелинейной сигма-модели. Получены модели взаимодействия топологических 
структур типа кинк-вихрь-антикинк, где наблюдаются процессы аннигиляции доменных стенок и полного распа-
да топологических вихрей на локализованные возмущения, обладающие единичным значением индекса Кронеке-
ра. Установлено, что в случае противоположного направления поля аннигилирующие доменные стенки поглоща-
ют часть энергии топологического вихря, эквивалентной единице индекса Кронекера. В случае доменных стенок 
одинаковой полярности в зависимости от блоховской или нееловской структуры межфазных границ процесс их 
аннигиляции происходит соответственно без поглощения энергии топологического вихря или с поглощением 
энергии, эквивалентной значению двух единиц индекса Кронекера. На основе методов теории конечных разност-
ных схем с применением свойств стереографической проекции предложен комплексный программный модуль, 
реализующий алгоритм численного расчёта эволюции трехсолитонных взаимодействий в расслоенном простран-
стве. 

Ключевые слова: трехсолитонное взаимодействие, топологический вихрь, доменная стенка, нелинейная сигма-
модель, численное моделирование, расслоенное пространство. 

 
 
 
Введение 
 
Нелинейные сигма-модели как эффек-

тивные теории безмассовых возбуждений 
впервые возникли в задаче, связанной с тео-
рией трех псевдоскалярных пионов (π-мезо- 
нов), которые отождествлялись с псевдоска-
лярными полями. Для описания динамики 
изотопического триплета пионов было пред-
ложено использование симметричного псев-
доскалярного трехкомпонентного поля  isS , 

1,  2,  3i  . Взаимодействие в данных моде-
лях вводится геометрическим образом, что 
обусловливает их разнообразные приложе-
ния в локальной квантовой и классической 
теориях поля. Нелинейные сигма-модели 
применяются, в частности, для описания та- 
ких явлений, как квантовый эффект Холла, 

сверхтекучего 3 He , антиферромагнитных 
спиновых цепочек, непрерывного классиче-
ского двумерного ферромагнетика Гейзен-
берга [1–3]. 

Исследования настоящей работы прове-
дены в рамках О(3) инвариантной нелиней-
ной сигма-модели, которая описывает ки-
ральное поле на двумерной сфере 2 3S  . 
Для анизотропного случая (2 + 1)-мерной 
О(3) нелинейной сигма-модели действие 
имеет следующий вид: 

2
3 1a aS Ld x g s s s d x  

          , 

0,1 , 2  ; 1, 2, 3a  ;   1/ 2g s  ; 

1 0a as s   , 

(1)

где is  ( 1,  2,  3i  ) – координаты единичного 

изовектора  1 2 3, , s s sS , эволюционирующего 
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в изотопическом пространстве блоховской 
сферы 2S  (см., например, рис. 1 для случая 
180-градусной доменной стенки). 
 
 

 
 
Рис. 1. Динамика единичного изовектора  1 2 3, , s s sS  

180-градусной движущейся доменной стенки в изо-
пространстве сферы 2S  при: а – 0  ; б – 0   
 
 
 

Рассмотрим процессы взаимодействия то- 
пологических вихрей (солитонов) белавин-
поляковского типа [4] модели (1) 
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где R  – радиус локализации топологическо-
го вихря (3), tQ – топологический заряд (ин-

декс Кронекера [5]),  , ,x y t и  , ,x y t  – 

углы Эйлера. Решение (3) при 0,   и 
/ 2   описывает соответственно дина-

мику нееловских и блоховских доменных 
стенок. Уравнения Лагранжа – Эйлера для (1) 
в параметризации  , ,x y t  и  , ,x y t  при-

нимают следующий вид: 

  2 sin 2 1 0 
          , 

2cos sin 0 
         . 

 
Данные уравнения в меридианном сечении 
 , , 0x y t   (см. рис. 1, а) изопространства 

блоховской сферы 2 3S   сводятся [6; 7] к 
вполне интегрируемой модели синус-Гордо- 
на следующего вида: 
 

 2 sin 2    .  (4) 

 
В данном случае переменные  , ,x y t  и 

 , ,x y t  связаны с изоспиновыми парамет-

рами О(3) нелинейной сигма-модели еди-
ничным изовектором  1 2 3, , s s sS  А3-поля 

следующим образом: 
 
   1 2 3, , sin cos ,  sin sin ,  coss s s      S ,

    (5.1) 

 1 2

3

exp tg
1 2

s is
z x iy i

s

 
    


. 

(5.2) 

Отметим, что 180-градусные доменные 
стенки вида (3) (π-кинк) являются точными 
решениями исследуемой О(3) нелинейной 
сигма-модели (1) и соответствующей ей в 
частном случае (при  , , 0x y t  ) модели 

(4). Двумерные топологические вихри (2) 
были исследованы нами ранее (см., напри-
мер, [7; 8]), получены модели их дальнодей-
ствующих взаимодействий, столкновений и 
отражений, а также модели их поэтапной 
аннигиляции. В работе [6] было проведено 
численное исследование процессов двухсо-
литонных взаимодействий доменных стенок 
(3) нееловского типа в рамках модели (1), 
где были получены модели упругих столк-
новений, а также дальнодействующие и ос-
циллирующие модели. В работе [9] прове-
дено численное исследование процессов 
двухсолитонных взаимодействий топологи-
ческих решений вида (2) и (3) (при 0 ), 
где получены модели с поэтапным распадом 
топологических вихрей (2) на локализован-
ные возмущения, обладающие половинны-
ми ( 1 / 2tQ  ) значениями топологического 
заряда (индекса Кронекера) (рис. 2). 

Аналогичные процессы наблюдаются в 
случае двухсолитонного взаимодействия 
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вихрей (2) с доменными стенками блохов-
ского типа (рис. 3). 

Таким образом, общим результатом двух- 
солитонных взаимодействий вихрей (2) с 
180-градусными доменными стенками (3) 
конфигурации 

tQ
R

r
 
 
 

 → ← 1 0
1 1

exp
w w

B x x
k k

 
  

 





 

2 0
2 2

w w
B y y

k k

 
   

 
 

 (6) 
является поэтапный распад топологического 
вихря на 2 tQ  локализованных возмущений с 
половинными значениями топологического 
заряда ( 1 / 2tQ  ), движущихся вдоль плос-
кости доменной стенки со скоростью 1c  . 
При этом доменная стенка сохраняет устой-
чивость [7; 9] независимо от динамических 
параметров конфигурации (6). 

В отличие от эволюционных моделей, 
полученных при двухсолитонном взаимо-
действии вида (6) качественно новые ре-
зультаты были получены в настоящей рабо-
те при исследовании трехсолитонных 
взаимодействий топологических решений 
(2) и (3) следующей конфигурации: 

 

1 0 2 0
1 1 2 2
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w w w w
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Во всех экспериментах конфигурации (6) 

топологические вихри (2) взаимодействуют 
с 180-градусной областью перехода между 
локальными вакуумными состояниями 
 , , 0,x y t    и  , , / 2x y t   : 

     S S . 

В этом случае определенный интерес пред-
ставляет рассмотрение процессов взаимо-
действия топологических вихрей (2) с 360-
градусными доменными стенками ( 2 -кинк).  
В экспериментах настоящей работы две 180-
градусные (  -кинк →←  -антикинк) до-
менные стенки при непосредственном столк-
новении с вихрем (2) могут создать действие 

360-градусной топологической структуры 
( 2 -кинк). 

Численные модели построены на основе 
методов теории конечных разностных схем 
с использованием свойств стереографиче-
ской проекции, с учетом теоретико-группо- 
вых особенностей конструкций класса O(N) 
нелинейных сигма-моделей теории поля. По 
периметру двумерной области моделирова-
ния  ,L x y  установлены специально разра-

ботанные граничные условия [6–9], погло-
щающие линейные волны возмущений, 
излучаемые взаимодействующими солитон-
ными полями. Разработан программный мо-
дуль для проведения комплексного анализа 
эволюции многосолитонных взаимодейст-
вующих решений нелинейных сигма-моде- 
лей, с учетом их групповых особенностей в 
двумерном псевдоевклидовом пространстве 
[6–9]. Использована трехслойная разностная 

схема второго порядка точности  2 2O r h  

на пятиточечном шаблоне с весами явного 
типа [10]. Аппроксимация проведена на 
прямоугольной сетке  ,L x y  – 3 32.5 2E E , 

в кубе ( , xyh t ):  4
max 2E  . Устойчивость раз- 

ностной схемы удовлетворяет требованиям 
для гиперболических систем уравнений: 

 max
/min h   . Для численной схемы 

применен алгоритм, где использованы свой-
ства стереографической проекции, позво-
ляющие осуществление взаимно однознач-
ной проекции (компактификации 2 2

compS R ) 

всех точек комплексной плоскости z  (5.2) 
(включая  ,x y   ) и сферы 2S : 1i is s  , 

( 1, 2,  3i  ). С более подробным описанием 
алгоритма и численной схемы можно озна-
комиться в [7]. 

 
 
Взаимодействие  
топологического вихря  
с разнополярными доменными  
стенками 
 
 

Взаимодействие вихря с блоховскими до- 
менными стенками. Рассмотрим модель трех- 
солитонных взаимодействий топологических 
вихрей (2) с 1, ,4tQ    и блоховских раз-
нополярных 180-градусных доменных сте-
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нок (  -кинк) вида (3) следующей конфигу-
рации: 
 

2 2
K V Ak

          
   

S  

,
2 2Kink Vortex Antikink

           
   

S S S  

(7) 
 

где полярность определяется направлением 
раскручивания вектора намагниченности в 
плоскости доменных стенок. В случае 3tQ   
конфигурация (7) имеет следующий вид: 
 

3 1
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    S  
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     1 3 1 3sin 2 sin 3 ,  cos 2 .tg R tg R       

 

На рис. 4 приведена иллюстрация исход-
ного состояния ( 0t  ) численной модели, 
соответствующей трехсолитонной конфигу-
рации (8). Плотность энергии (DH) тополо-
гического вихря (2) локализована в кольце-
образной форме (см. рис. 4, а). Изоспиновая 
структура поля (8) в виде проекций единич-
ного изовектора (5.1) на комплексную плос-
кость (5.2), а также в двумерном простран-
стве дискретной решетки приведена 
соответственно на рис. 4, б и 4, в. Проекция 
изоспиновой структуры топологического 
вихря (2) на плоскость  ,L x y  для значений 

1, ,4tQ    приведена на рис. 4, г. 
На рис. 5 приведены результаты численно-

го моделирования эволюции пробных функ-
ций конфигурации (7), где движущиеся со 
скоростью  0 0.0995t  v  в противополож- 

ных х -направлениях блоховские домен-
ные стенки ( / 2  ) взаимодействуют с 
неподвижным топологическим вихрем при 

1, ,4tQ   . В процессе взаимодействия (см. 

рис. 5, а, при 60.0t  ) происходит распад 
топологического вихря (с 1tQ  ) на 2 лока-
лизованных возмущения, каждое из которых 
обладает половинным значением топологи-
ческого заряда 1 / 2tQ  , аналогично случаю 
двухсолитонных взаимодействий (6). Но в 
отличие от результатов, полученных для (6), 
в данном случае наблюдается также процесс 
аннигиляции доменных стенок. На месте 
распада топологического вихря ( 0 0,x y ) про-
исходит «разрыв» поля каждой из доменных 
стенок с последующим попарным кинк + 
антикинк объединением («замыкание»). При 
этом образовавшиеся локализованные воз-
мущения действуют в качестве переходного 
поля ( / 2   ). Далее наблюдается про-
цесс распространения локализованных воз-
мущений в y -направлениях со скоростью 

1c   (см., например, рис. 5, а при t  58,0), 
сопровождающийся полной аннигиляцией 
доменных стенок. 

Аналогичные процессы аннигиляции до-
менных стенок (3) системы (7) наблюдаются 
также в случае их взаимодействия с тополо-
гическими вихрями, обладающими более 
высокими значениями индекса Кронекера: 

2,  3, 4tQ   (см. рис. 5, б–г). Но в данных 
экспериментах в отличие от предыдущего 
случая, описанного на рис. 5, а (для 1tQ  ), 
топологические вихри (2) при взаимодейст-
вии распадаются на 1tn Q   локализован-
ных возмущений, каждое из которых обла-
дает единичным значением tQ . При этом 
одно из локализованных возмущений при 
взаимодействии солитонных полей (2) и (3) 
поглощается аннигилирующими доменными 
стенками. Остальные 1n   локализованных 
возмущений эволюционируют, сохраняя то- 
пологическую устойчивость вплоть до кон-
ца времени моделирования (см. рис. 5, б–г). 
Таким образом, общими свойствами трехсо-
литонных моделей конфигурации (7) при 

/ 2   являются аннигиляция доменных 
стенок и распад топологических вихрей на 
локализованные возмущения с единичными 
значениями топологического заряда: 1tQ  . 
Взаимодействие вихря с нееловскими до-

менными стенками. На втором этапе экспе-
риментов данной части работы были  
построены модели трехсолитонных взаимо-
действий следующей конфигурации: 
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       0 0Kink Vortex AntikinkK V Ak      S S S S . 

    (9) 
 
Результаты, полученные при моделиро-

вании эволюции взаимодействующих полей 
конфигурации (9) оказались полностью 
идентичными предыдущей серии экспери-
ментов: во всех моделях происходят анни-
гиляция доменных стенок и распад вихрей 
на единичные локализованные возмущения 
(с 1 / 2tQ  ) аналогичным для системы (7) 
способом. 

 
Взаимодействие  
топологического вихря  
с однополярными доменными  
стенками 
 
Взаимодействие вихря с блоховскими до- 

менными стенками. Рассмотрим результаты 
численных экспериментов следующей кон-
фигурации: 

 

2 2

,
2 2Kink Vortex Antikink

K V Ak
        

   

         
   

S S S S

(10) 
 

В этом случае начальное условие, соответ-
ствующее (10), состоит из следующих по-
лей: 

  1
V , , 2tg

tQ
R

x y t
r

     
 

,  , ,V tx y t Q     , 

   1
/ , , 2tg x

K Ak x y t e   , 

 / , , / 2K Ak x y t   , 

где 1, ,4tQ   , R  – радиус локализации 
топологического вихря ( 1r  ). 

Численные эксперименты показали, что в 
данном случае процесс распада топологиче-
ских вихрей и последующая аннигиляция 
доменных стенок происходят без поглоще-
ния образовавшихся локализованных воз-
мущений. Локализованные возмущения, 
образовавшиеся вследствие распада тополо-
гического вихря (2), обладают единичными 
значениями индекса Кронекера: 1tQ  . На 
рис. 6 приведены иллюстрации результатов 
проведенных экспериментов конфигурации 
(10) для движущихся (  0 0.0995t  v ) в про-

тивоположных х -направлениях 180-градус- 
ных однополярных блоховских доменных 

стенок ( / 2  ) и неподвижных топологи-
ческих вихрей с 1, ,4tQ   . 

При взаимодействии топологических со-
литонов (2) и (3) происходит вышеописанный 
процесс разрыва и объединения доменных 
стенок с последующей их аннигиляцией. При 
этом вихрь, обладающий топологическим 
зарядом 1tQ  , не поглощается аннигили-
рующими доменными стенками. Аналогич-
ные процессы наблюдаются для всех значе-
ний 1, ,4tQ    (см. рис. 6, б–г). 
Взаимодействие вихря с нееловскими до-

менными стенками. Рассмотрим результаты 
экспериментов следующей конфигурации: 

 

       0 0 0 0Kink Vortex AntikinkK V Ak    S S S S . 

    (11) 
 

  1
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,  , ,V tx y t Q     , 
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/ , , 2tg x

K Ak x y t e   ,  / , , 0K Ak x y t  . 

 
Получены модели аналогичные по основ-
ным параметрам процессам взаимодейст-
вий, рассмотренным в экспериментах пре-
дыдущей части (см., например, рис. 5). 
Единственное отличие новых моделей за-
ключается в том, что при объединении и 
аннигиляции доменных стенок происходит 
поглощение пары локализованных возму-
щений, обладающих единичными значения-
ми топологического заряда: 1tQ  . На рис. 7 
приведены результаты проведенных экспери-
ментов конфигурации (11) для движущихся 
(  0 0.0995t  v ) в противоположных х -

направлениях 180-градусных нееловских 
доменных стенок ( 0 ) и неподвижных 
топологических вихрей с 2, 3,  4.tQ   

На рис. 8, а–в приведены иллюстрации 
исходного состояния ( 0t  ) численной мо-
дели, соответствующей трехсолитонной 
конфигурации (11) для 1tQ  . В данном 
случае плотность энергии (DH) топологиче-
ского вихря (2) локализована в центре (см. 
рис. 4, а) области моделирования  ,L x y . 

Изоспиновая структура поля (11) в виде про-
екций единичного изовектора (5.1) на ком-
плексную плоскость (5.2), а также в двумер-
ном пространстве дискретной решетки 
приведена соответственно на рис. 8, б и в.
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Рис. 8.  Трехсолитонное поле конфигурации (11) в случае 1tQ   при 0t   (а–в);  

плотность энергии (DH) решения (2) для 1, ,4tQ    (г) 

 
 
 

Иллюстрация плотности энергии (DH) то-
пологического вихря (2) для значений tQ   

1, ,4   приведена на рис. 8, г. 
Заметим, что аналогичные результаты экс-

периментов по конфигурациям (7), (9)–(11) 
были получены также для их соответст-
вующих симметричных форм следующих 
видов: 

 

2 2
K V Ak

          
   

S ,    0K V Ak  S ,  

2 2
K V Ak

          
   

S ,     K V Ak   S . 

 
Также необходимо отметить, что при мо-

делировании взаимодействующих тополо-
гических вихрей со значениями индекса 
Кронекера 4tQ   происходит разрушение 
численной схемы вследствие высоких зна-
чений градиента поля в кольцеобразной 
концентрации плотности их энергии. 

 
 
Заключение 
 
Исследования, представленные в на-

стоящей работе, показали, что в (2+1)-мер- 
ной О(3) нелинейной сигма-модели трехсо-
литонные взаимодействия 180-градусных 
доменных стенок (π-кинков) с топологиче-
ским вихрем белавин-поляковского типа 
приводят к аннигиляции доменных стенок и 
полному распаду вихря на локализованные 
возмущения. В частности, определены сле-
дующие свойства процессов трехсолитонно-
го взаимодействия типа «кинк → вихрь ← 
антикинк»: 

 во всех экспериментах происходит 
аннигиляция доменных стенок (в отличие от 
двухсолитонных взаимодействий «вихрь-
кинк», где доменные стенки сохраняют ус-
тойчивость [7; 9]); 

 в зависимости от типа межфазных 
границ при распаде топологического вихря 
происходит поглощение определенной час-
ти его энергии аннигилирующими домен-
ными стенками (в отличие от двухсолитон-
ных взаимодействий «вихрь-кинк», где 
топологический вихрь полностью распада-
ется вдоль устойчивой доменной стенки [7; 
9]); 

 во всех экспериментах топологиче-
ские вихри распадаются на устойчивые ло-
кализованные возмущения с единичными 
индексами Кронекера: 1tQ   (в отличие от 
двухсолитонных взаимодействий «вихрь-
вихрь», где образовавшиеся локализованные 
возмущения обладают произвольными зна-
чениями tQ  [7–9]); 

 при взаимодействии топологического 
вихря с разнополярными доменными стен-
ками нееловского ( 0,    ) и блоховского 
( / 2  ) типов аннигиляция доменных 
стенок происходит с поглощением двух ло-
кализованных возмущений, обладающих 
половинными значениями индекса Кронеке-
ра: 1 / 2tQ  ; 

 в случае взаимодействия вихря с од-
нополярными доменными стенками неелов-
ского типа ( 0  /   ) аннигиляция до-
менных стенок происходит с поглощением 
двух локализованных возмущений, обла-
дающих единичными значениями индекса 
Кронекера: 1tQ  ; 
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 в случае взаимодействия вихря с од-
нополярными доменными стенками блохов-
ского типа ( / 2   / / 2  ) аннигиля-
ция доменных стенок происходит без 
поглощения локализованных возмущений, 
что является совершенно новым результа-
том в наших экспериментах. 

Разработаны численные схемы и ком-
плексы компьютерных программ для иссле-
дования динамики взаимодействия системы 
трехсолитонных взаимодействий, состоящей 
из топологического вихря и двух 180-гра- 
дусных доменных стенок в рамках (2+1)-
мерной анизотропной О(3) нелинейной сиг-
ма-модели. Достоверность полученных мо-
делей обеспечивается положительными ре-
зультатами апробации используемых мето- 
дов для известных задач (солитонных реше-
ний уравнения синус-Гордона), высокой 
точностью сохранения интеграла энергии 
системы взаимодействующих солитонов и 
сопоставления построенных моделей с ре-
зультатами других работ, а также с практи-
ческими экспериментами (см., например, 
[11]). 
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DYNAMICS OF THE INTERACTION OF TWO-DIMENSIONAL DOMAIN WALLS 

WITH A TOPOLOGICAL VORTEX 
 
A numerical investigation of the dynamics of three-soliton interactions of 180-degree domain 

walls with a topological vortex (soliton) of the Belavin-Polyakov type in the phase space of a (2+1)-
dimensional anisotropic O(3) invariant nonlinear sigma model is carried out. Models of interaction 
of topological structures of the kink-vortex-antikink type are obtained, where the annihilation of 
domain walls and complete decay of topological vortices onto localized perturbations that have a 
unit value of the Kronecker index are observed. It is established that in the case of the opposite di-
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rection of the field, the annihilating domain walls absorb some of the energy of the topological vor-
tex equivalent to the unit value of the Kronecker index. In the case of domain walls of the same po-
larity, depending on the Bloch or Neel structure of the interphase boundaries, the process of their 
annihilation occurs, respectively, without absorbing the energy of the topological vortex or with 
energy absorption equivalent to the value of two units of the Kronecker index. Based on the meth-
ods of the theory of finite difference schemes and the application of the properties of stereographic 
projection, a complex program module is proposed that implements an algorithm for the numerical 
calculation of the evolution of three-soliton interactions in a stratified space. 

Keywords: three-soliton interaction, topological vortex, domain wall, nonlinear sigma-model, 
numerical simulation, stratified space. 
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