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Аннотация 

Для описания поведения амплитуды колебаний конически-сферической модели на поперечной державке при 

числе Маха М = 2,3 была использована полиномиальная зависимость функции вязкого демпфирования. В ка-

честве функции вязкого демпфирования был взят полином 4-й степени, что дало возможность описать два 

предельных цикла, наблюдаемых в экспериментах. Коэффициенты полинома были определены и показали хо-

рошее соответствие численному решению предложенного уравнения динамики. 
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Abstract 

In order to describe the nonlinear behavior of oscillation amplitude of the segmental-conical model on a transversive 

rod setup in a wind tunnel at Mach М = 2, a polynomial function of damping derivatives was used. Polynom of the  

4th degree as a function of viscous damping allowed to describe two limit cycles observed in experiments. Coefficients 

of the polynom were determined and showed sufficient agreement with a direct numerical solution of the proposed 

dynamic equation. 
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Введение 

 

Одним из вопросов при разработке спускаемых аппаратов является вопрос устойчивости  

к возможным возмущениям при движении в атмосфере. Несмотря на то, что изучение дина-

мики спускаемых аппаратов продолжается уже более полувека, причины и механизмы разви-

тия возмущений, приводящие к возникновению автоколебаний, не определены. Эксперимен-

тальное изучение устойчивости аппаратов сопряжено со значительными трудностями как  

в постановке эксперимента, так и в анализе получаемых данных. Отмечается, что различные 

экспериментальные методики иной раз дают противоречивые результаты [1]. Физическая 

сложность, сопряженность явления и нераскрытые механизмы, руководящие феноменом  

неустойчивости, даже несмотря на бурное развитие численных методов и роста производи-

тельности ЭВМ в последние годы, пока не дают возможность адекватного численного моде-

лирования обтекания тел, приводящего к наблюдаемому феномену автоколебаний. Харак-

терная черта явления – большое количество существенно влияющих параметров: как 

параметров потока (число Маха, Рейнольдса и др.), так и параметров самой модели (распре-

деление масс, геометрия донной, носовой частей, радиус притупления и проч.), а также отно-

сительно большая продолжительность явления по времени. Также значительной проблемой 

экспериментальных методик является влияние поддерживающих устройств [1]. 

Несмотря на значительный объем накопленных данных, большое количество параметров 

делает их систематизацию сложной задачей. Важным вопросом остается совершенствование 

методик проведения экспериментов, обработки и систематизации получаемых данных.  
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В данной работе рассматриваются вопросы устойчивости модели по углу атаки на приме-

ре нескольких экспериментов. Цель работы: описать нелинейное поведение амплитуды коле-

баний модели в эксперименте, определить закон изменения и получить определяющие его 

коэффициенты. 

 

Экспериментальное определение коэффициентов демпфирования  

на установке свободных колебаний 

 

Установки свободных колебаний в своем принципе обеспечивают свободное одномерное 

движение модели в потоке, организованном в аэродинамической трубе. Для изучения устой-

чивости модели по углу тангажа применяется закрепление модели в донной части и на попе-

речной державке (рис. 1). Можно отметить, что установки на поперечной державке более 

предпочтительны, так как в литературе [1], упоминается, что ключевые процессы неустойчи-

вого поведения модели связаны со сложным обтеканием ее донной части. Принцип проведе-

ния эксперимента следующий. Модель закрепляется в аэродинамической трубе под некото-

рым начальным углом, после достижения рабочего режима трубы модель освобождается, 

зависимость угла атаки модели от времени регистрируется аппаратурой. После этого по  

полученным данным требуется решить задачу поиска закона движения и определяющих его 

коэффициентов, из чего определяются аэродинамические коэффициенты демпфирования мо-

дели. 

 

     
а                                                                         б 

 
Рис. 1. Вид установки свободных колебаний на поперечной державке: 

а – принципиальный вид; б – установка на поперечной державке в Т-313 ИТПМ СО РАН 

Fig. 1. Appearance of a transversive rode setup: 

a – principal view; b – the transversive rod setup in T-313 ITAM SB RAS 

 

 

Стандартная методика 

 

Так называемая стандартная методика рассматривает одномерные колебания модели по 

углу тангажа на основе уравнения моментов аэродинамических сил, действующих на рас-

сматриваемую модель. Стандартная методика базируется на гипотезе гармоничности [3], что 

приводит к колебательному уравнению вида 

2

0,z

z z z

sql
I m m qslm            

где I – момент инерции относительно оси колебаний; l, s – характерная длина и площадь мо-

дели; q, v – скоростной напор и скорость набегающего потока. Аэродинамические коэффици-

енты характеризуют моменты сил, действующие на модель: mz – коэффициент момента тан-
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гажа, берется в линейном приближении   ,z zm m    z

z zm m     – сумма коэффициентов 

аэродинамического демпфирования берется в виде константы. В уравнение могут быть до-

бавлены другие члены, например, сухого трения [2; 3] 1, для учета вклада подшипников, на 

которых закрепляется ось. 

Решение этого уравнения приводит к экспоненциальной зависимости амплитуды колеба-

ний от времени. Частота колебаний определяется производной момента тангажа по углу ата-

ки zm
. Эти соображения приводят к выражениям 

  0 ,ntt e  
 

2

,
2

z

z z

qsl
n m m

I

        

2

0 ,z

qsl
m

I

  
 

где θ – огибающая амплитуды колебаний, n – показатель затухания огибающей, ω0 – частота 

колебаний. 

Такой подход описывает динамику амплитуды колебаний в первом приближении. 

 

Проблемы применения стандартной методики 

 

Экспериментальные данные, получаемые, в частности, из экспериментов с конически-

сферическими моделями, при определенных режимах обтекания, даже в случаях чистого 

демпфирования, не вполне адекватно описываются стандартной методикой. Как видно, зави-

симость амплитуды колебаний отличается от экспоненциальной зависимости (рис. 2). 

Более того, случаи антидемпфирования, как правило, заканчиваются предельной ампли-

тудой (также можно говорить о предельном цикле, рис. 2 в, г). В этих случаях нелинейности 

еще более значительны, и применение стандартной методики вовсе неоправданно. Отмечает-

ся наблюдение и двух предельных циклов, что также выходит за рамки описательной силы 

стандартного подхода. 

Эти обстоятельства побуждают к поиску другого подхода к анализу колебаний модели  

и усложнению модели закона движения. 

 

Описание нелинейного изменения амплитуды колебаний 

 

В серии работ, которые сделаны в рамках подготовки миссии HAYABUSA (MUSES-C), 

были проведены исследования, посвященные вопросам устойчивости спускаемого аппарата 

формы тупого тела вращения. Исследования базировались на результатах экспериментов на 

установке свободных колебаний, специальных экспериментах по визуализации течения  

в донной части модели, численных расчетах.  

Авторами была замечена задержка пульсаций давления между донной и фронтальной час-

тями модели [4]. На основе этого наблюдения аэродинамические коэффициенты момента 

тангажа модели рассматриваются, как совокупность ее передней и донной частей. Учет  

обнаруженной задержки и представление производной момента тангажа в виде полинома 

нечетных степеней угла атаки до 3-й степени привел авторов к уравнению вида Ван дер По- 

ля [5]: 

                                                 
1 См. также: Адамов Н. П., Пузырёв Л. Н., Харитонов А. М., Часовников Е. А., Дядькин А. А., Крылов А. Н. 

Демпфирующие характеристики модели возвращаемого аппарата при гиперзвуковых скоростях // ПМТФ, принята 

в печать в 2013 г. 
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Эту модель авторы называют простой моделью постоянной задержки. 

 

      
а                                                                          б 

      
в                                                                       г 

 
Рис. 2. Примеры экспериментальных данных конически-сферической модели:  

а – история угла колебаний от времени, № 4230; б – логарифм амплитуды колебаний, № 4230;  

в – история угла колебаний от времени, № 4215; г – логарифм амплитуды колебаний, № 4215 

Fig. 2. Examples of an experimental data of segmental-conical model: 

a – history of angle of attack, № 4230; b – logarithm of oscillation amplitude;  

c – history of angle of attack, № 4230; d – logarithm of oscillation amplitude 

 

 

Фактически, данное уравнение колебаний в основе своей представляет собой уравнение 

Ван дер Поля: 

 2 0.x x x x    
 

Возможные варианты решений уравнения на фазовой плоскости представляют собой два 

принципиальных случая: устойчивое во всей фазовой плоскости (рис. 3, а) и случай с устой-

чивым предельным циклом (рис. 3, б) [6]. 

Однако результаты проведенных экспериментов в ИТПМ оказались за пределом описа-

тельной возможности данной модели движения, что побудило к поиску другой модели. 
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Рис. 3. Фазовые портреты возможных решения уравнения Ван дер Поля 

Fig. 3. Phase space of Van der Pole equation 

 

 

Эксперимент и интерпретация 

 

Проведены эксперименты в аэродинамической трубе Т-313 ИТПМ СО РАН на установке 

свободных колебаний на поперечной державке. Параметры потока были получены по приня-

той на трубе методике. 

Изучалось поведение модели острого конуса с углом полураствора 20º с полусферической 

донной частью. Использовалась поперечная державка цилиндрической формы диаметром 

12 мм, ось располагалась на относительном расстоянии 0,55c
c

x
x

l
   от носика конуса.  

За характерные размеры взяты: площадь миделевого сечения и длина образующей конуса. 

Значения этих параметров приведены в табл. 1. 

В экспериментах с моделью конуса с полусферой в донной части при М = 2,3, Re = 4,5·106 

было обнаружено возникновение двух предельных циклов. Параметры потока приведены  

в табл. 2. На рис. 4 черной линией обозначена история углов атаки (а), амплитуды (в). Малый 

неустойчивый предельный цикл располагается на амплитуде порядка 7º (синяя пунктирная 

линия), большой устойчивый на амплитуде около 13º (красная пунктирная линия). 

 

Таблица 1 

Параметры модели 

Table 1 

Parameters of the model 

 

Параметр Значение 

l, м 0,177 

S, м2 0,0115 

Iz, кг·м2 0,002193 

 

Таблица 2 

Параметры потока в экспериментах 

Table 2 

Test’s flow parameters 

 

Эксперимент М Re·106 q, кПа v, м/с 

4216 2,3 4,5 66 582 

4217 2,3 4,5 66 582 
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а                                                                              б 

 
в 

 
Рис. 4. Истории углов колебаний: а – № 4217; б – № 4216; в – № 4216 и № 4217 

Fig. 4. Angle history of oscillation: a – № 4217; b – № 4216; c – № 4216 and № 4217 

 

 

Уравнение Ван дер Поля, как упоминалось ранее, не может описать поведение модели  

в ходе экспериментов. В рассматриваемом случае двум предельным циклам должны соответ-

ствовать четыре особые точки в члене вязкого демпфирования. Наиболее простая функция, 

отвечающая этим требованиям, полиномиальная. Так как изучается модель формы тела вра-

щения и ось ее колебаний находится в оси симметрии, можно положить, что полином вклю-

чает в себя только четные степени. В таком случае уравнение движения модели представля-

ется в следующем виде: 

 
2

0,z

z z st

sql
I m m qslm           

 2 4

0 2 4 ,z

z zm m e e e          

.st zm m 
 

Статический член берется в линейном приближении за неимением достаточного количе-

ства данных для нахождения более точного приближения. В работах [3; 4] показана слабая 

зависимость производной момента тангажа от угла атаки модели. Такое представление урав-

нения отвечает трем вариантам фазового портрета (рис. 5). Наблюдаемый случай двух пре-

дельных циклов соответствует случаю (б) на рис. 5. 
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Рис. 5. Иллюстрация фазового пространства  

для уравнения с вязким демпфированием в виде полинома 4-й степени 

Fig. 5. Illustration of phase space for equation with viscous damping as 4th degree polynom 

 

 

 

Также данная модель позволяет описать динамику амплитуд, наблюдаемых в некоторых 

экспериментах, которую можно условно назвать «ступенчатой», что соответствует случаю 

(а) на рис. 5. В этом случае два корня полинома комплексные. 

Стоит заметить, что уравнение данного вида также используется для описания тока  

в электрических цепях с генератором. Система основана на генераторе на активном элементе 

с отрицательной дифференциальной проводимостью [5]. 

 

Определение коэффициентов полинома аэродинамического демпфирования  

по экспериментальным данным 

 

Редд и др. [7] рассматривали колебательное уравнение с динамической частью вида поли-

нома. Была сформулирована методика и показана ее высокая точность на примере численно-

го решения заданного уравнения и обратного поиска его коэффициентов.  

В соответствии с методикой, приведенной в работе, результаты эксперимента для одно-

мерного колебания модели по углу атаки рассматриваются следующим образом: 

  0.I f k      
 

Предполагается, что коэффициенты вязкого демпфирования в уравнении динамики модели 

представляются в виде полинома четных степеней: 

  2 4

0 2 4 .f A A A     
 

Можно связать их с коэффициентами эквивалентного вязкого демпфирования, где θ0 – ам-

плитуда колебаний: 

  2 4

0 0 2 0 4 0 .ef C C C     
 

При этом связь коэффициентов при полиномах будет следующей: 

0 0 2 2 4 4, 4 , 8 .A C A C A C  
 

По истории углов атаки колебаний можно определить полином  0ef   из следующего со-

отношения (рис. 6): 
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Рис. 6. Иллюстрация метода определения коэффициентов эквивалентного демпфирования  

из истории угла атаки 

Fig. 6. Illustration of the method of determination of the effective damping polynom  

from the history of angle of attack 
 

 

 

По полученным значениям полинома эквивалентного демпфирования можно определить 

коэффициенты полинома эквивалентного демпфирования. После чего, имея в виду соотно-

шение между коэффициентами разложения эквивалентного демпфирования и реального 

демпфирования, можно получить искомые аэродинамические коэффициенты демпфирова-

ния: 

 2
2 .z

z zm m f
qsl

  
    

 

Из экспериментальных данных были выделены отрезки времени, на которых наблюдался 

переход амплитуды между предельными циклами. С использованием приведенной методи- 

ки были определены коэффициенты демпфирования. Полученный набор коэффициентов  

для одного режима и модели далее рассматривался как совокупность. После этого аппрокси-

мацией были найдены коэффициенты полинома эквивалентного вязкого демпфирования 

(рис. 7). 

Приближение полиномиальной зависимостью коэффициентов демпфирования в виде, 

указанном выше, приняв в качестве характерной длины длину образующей конуса, в качест-

ве характерной площади площадь миделевого сечения модели получены коэффициенты по-

линомов (табл. 3, аппроксимация полинома производилась в размерности радиан). 

Отмечается, что аппроксимация выполнялась для заведомо четного полинома. Экспери-

ментальные данные не подвергались фильтрованию. 

 

 

Численное решение прямой задачи 

 

Выполнено прямое решение дифференциального уравнения с использованием библиотеки 

boost/ODEINT. Решалось уравнение, соответствующее рассматриваемому ранее: 

 2 4 2

0 2 4 0 0.A A A          
 

Коэффициент 2

0
zqslm

I



    соответствовал полученному в эксперименте 
2

0 2

1
27400

c
  . 

Коэффициенты при полиноме члена вязкого демпфирования Ai взяты из табл. 3. 
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На рис. 8 приведены сравнения численного решения и амплитуды колебаний, наблюдае-

мых в эксперименте. Синяя линия – численное решение, ломаные линии – амплитуды коле-

баний, наблюдаемые в экспериментах (см. рис. 8, а, б). На рис. 8, в приведены их фазовые 

портреты, черная линия – результаты численного расчета. 

 

 

 
 

Рис. 7. График аппроксимации полинома эквивалентного демпфирования 

Fig. 7. Graph of approximation of the effective damping polynom 

 

 

 

Таблица 3 

Коэффициенты полиномов  

эквивалентного демпфирования, демпфирования  

и коэффициентов аэродинамического демпфирования 

Table 3 

Coefficients of effective damping function, damping function  

and aerodynamic damping coefficients 

 

Коэффициент 
Полином / степень 

0 2, рад–2 4, рад–4 

1
,iC
H c  

–0,04143 2,919 –37,43 

1
,iA
H c  

–0,04143 11,677 –299,45 

idynm
 

–0,507 142,9 –3664,7 
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Рис. 8. Экспериментальные наблюдения и результаты численного расчета 

Fig. 8. Experiment's results and numerical results 

 

 

Динамика амплитуды на масштабе времени перехода между предельными циклами опи-

сывается удовлетворительно. Однако фазовая кривая решений на большей амплитуде замет-

но отклоняется от экспериментальной, что говорит об иной зависимости скорости угла атаки. 

 

Заключение 

 

Был установлен закон движения конически-сферического тела при числе Маха М = 2,3. 

Полученные коэффициенты закона движения показали удовлетворительное соответствие 

экспериментальным данным. Такое описание динамики модели позволяет обобщать на пер-

вый взгляд разнородные эксперименты и описывать их в рамках одного закона. Подход по-

зволяет выделить области возможной бифуркации (слияния противоположных предельных 

циклов), что для аэродинамики может указать на особенное сочетание параметров, которое 

требует более пристального внимания.  

Можно сделать следующие замечания по проведению экспериментов. Для более точного 

описания необходимо получить экспериментальные данные истории углов атаки, начальная 

амплитуда которых находится наиболее близко к углу неустойчивого предельного цикла  

и наиболее далеко от устойчивого. Для этого на экспериментальной установке необходимо 

обеспечить возможность тонкого установления различных начальных углов. Важным проек-

том является постановка экспериментов по измерению давлений на поверхности модели как 
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в статике, так и в случае свободных колебаний модели, что позволит рассмотреть простую 

модель постоянной задержки на данной системе. 
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