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Аннотация
Цель данной работы заключается в обобщении известного для инерциальной системы отсчета радиолокацион-
ного метода на случай равномерно ускоренной системы отсчета.
Вывод соответствующих формул опирается на стандартную для теории относительности метрику равно­
ускоренной системы отсчета Мёллера без применения какого­либо пространственно­временного преобразова-
ния между некоторой вспомогательной инерциальной системой и ускоренной системой. Для решения задачи 
об определении траектории светового луча в зависимости от первоначального направления распространения 
используется принцип Ферма. Для вычисления времени полета фотона к объекту, зная его координаты, допол-
нительно вводится условие светоподобности интервала для распространения света.
Полученная траектория световой частицы является дугой окружности. Для малой области около источника тра-
ектория фотона совпадает с параболической траекторией классической корпускулы. Выведено равенство для на-
правления, в котором посылается радиосигнал. Фактическое местоположение объекта находится не в направле-
нии начального движения фотона, а несколько ниже. Вычислена величина угла гравитационного преломления 
для близко расположенного покоящегося объекта. Чем объект дальше в «горизонтальном» направлении, тем 
угол преломления больше. Найдено время полета светового сигнала к объекту. Сигнал, излучаемый в направле-
нии, которое образует острый угол с направлением ускорения, опережает радиосигнал в инерциальной системе 
отсчета. Поэтому для близкого объекта, расположенного выше источника излучения, вычисленное время за-
держки Шапиро отрицательно. Вычислены также координаты удаленного объекта. 
Совокупность полученных равенств полностью определяет радиолокационный метод. Выведенные равенства 
возможно допускают экспериментальную проверку.
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Abstract
The purpose of this work is to generalize the radar method known for the inertial frame of reference to the case of a 
uniformly accelerated frame of reference.
The derivation of the corresponding formulas is based on the standard for the theory of relativity metric of a uniformly 
accelerated Möller frame of reference without applying any space­time transformation between some auxiliary inertial 
frame and the accelerated frame. To solve the problem of determining the trajectory of a light beam, depending on the 
initial direction of propagation, Fermat’s principle is used. To calculate the flight time of a photon to an object, knowing 
its coordinates, the condition of the light­likeness of the interval for the propagation of light is additionally introduced.
The resulting trajectory of the light particle is an arc of a circle. For a small area near the source, the photon trajectory 
coincides with the parabolic trajectory of a classical corpuscle. An equation has been derived for the direction in which 
the radio signal is sent. The actual location of the object is not in the direction of the initial motion of the photon, but 
somewhat lower. The value of the angle of gravitational refraction for a closely spaced resting object is calculated. The 
further the object is in the “horizontal” direction, the greater the angle of refraction. The flight time of the light signal to 
the object is found. The signal emitted in the direction that forms an acute angle with the direction of acceleration leads 
the radio signal in the inertial frame of reference. Therefore, for a close object located above the radiation source, the 
calculated Shapiro delay time is negative. The coordinates of the remote object are also calculated.
The totality of the obtained equalities completely determines the radar method. The resulting equalities, perhaps, allow 
for experimental verification.
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Введение

Все физические явления рассматриваются в некоторой системе отсчета. При этом наиболее 
простые – инерциальные системы отсчета представляют собой исключение. Реальные систе-
мы отсчета являются неинерциальными. Одной из наиболее простых неинерциальных систем 
отсчета является равноускоренная система отсчета. Как известно, в такой системе отсчета ее 
начало обладает постоянным собственным ускорением. Чтобы определить протяженную рав-
ноускоренную систему отсчета, необходимо ввести в ней понятие времени и систему коорди-
нат. Для этого важно иметь процедуру синхронизации часов, расположенных на большом рас-
стоянии друг от друга и уметь измерять большие расстояния до удаленных точек пространства. 
Эти задачи требуют использования радиолокационного метода, т. е. формул для определения 
положения удаленных часов и их показаний. В инерциальной системе отсчета синхронизация 
часов рассматривалась в [1, с. 48; 2, с. 119]. Особенности распространения света в неинерци-
альной системе отсчета исчерпывающе рассмотрены в [3].

Кроме этого, применение радиолокационного метода в гравитационном поле является од-
ним из четырех классических тестов для проверки теории относительности [4]. Запаздывание 
света хорошо проверено экспериментально [5–7]. По этим причинам изучение распростране-
ния света в равноускоренной системе отсчета имеет не только большое теоретическое, но, воз-
можно, и практическое значение [8].

В работе [4] была вычислена задержка распространения света, движущегося по пути Зем-
ля – Солнце – планета и назад. В недавних статьях [9–11] с использованием геометрической 
оптики была также рассчитана гравитационная задержка для такого пути и выведен угол пре-
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ломления в сферически­симметричном гравитационном поле. Все результаты [9–11] хорошо 
согласуются с теорией относительности и [4]. Цель данной статьи заключается в обобщении 
хорошо известных трех формул радиолокации (см. следующий раздел), справедливых в инер-
циальной системе на равноускоренную систему отсчета.

1. Радиолокация в инерциальной системе отсчета

Радиолокационный метод в инерциальной системе отсчета состоит в следующем. В на-
чальный момент времени посылают к удаленному объекту мощный радиосигнал и засекают 
направление и момент времени τ, откуда и когда пришел отраженный сигнал (эхо). Оказыва-
ется, что траекторией световой частицы является прямая. При этом направление распростра-
нения сигнала n должно совпадать с направлением на объект. Таким образом, если известны 
координаты объекта r, то единичный вектор в направлении n, в котором должен посылаться 
радиосигнал, определяется из уравнения

  (1)

Направление n является обратным к направлению приема отраженного сигнала.
Следующее уравнение описывает условие синхронизации удаленных часов, если извест-

но их положение r. Часы в начале отсчета и в удаленной точке будут синхронизированы, если 
в момент прихода сигнала часы в точке r будут поставлены на показание (здесь и далее выби-
рается система единиц, в которой c = 1):

  t = r, (2)

где  t  – время нахождения светового импульса в пути, причем t = /2. Полагая в этом равенстве 
t = const, можно прийти к выводу, что фронтом световой волны является характеристиче-
ская поверхность r2 = const, т. е. сфера.

Наконец, последнее равенство позволяет определить координаты удаленного объекта. Зная 
время t, необходимое для того, чтобы радиолокационный импульс достиг объекта, вычисляют 
расстояние r до этого тела, перемножая два предыдущих равенства:

  r = tn.  (3)

Вышеприведенные три уравнения описывают весь радиолокационный метод в лаборатор-
ной инерциальной системе отсчета. Данные формулы не получили никакого названия, хотя их 
естественно называть формулами О.К. Ремера в честь датского астронома, впервые в 1676 г. 
экспериментально установившего конечность скорости света [12, с. 397–398]. Но эти равен-
ства пригодны только для лабораторной инерциальной системы отсчета. В том же случае, если 
лабораторной системой отсчета является равноускоренная система, формулы, аналогичные 
(1)–(3), неизвестны.

2. Метод

Основой изложения является стандартная теория относительности, принятая в огромном 
большинстве монографий, согласно которой метрическим тензором пространства­времени 
в равноускоренной системе отсчета является тензор Мёллера (иногда ее называют метрикой 
Риндлера) [13, формула (8.154); 14, формула (13.71); 3, формула (7.3)] (см. далее формулу (4)). 
В статье имеются две основные задачи: 1) определить траекторию светового луча в зависимо-
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сти от первоначального направления распространения и 2) вычислить время t полета фотона 
к объекту, зная его координатыr.

Для решения первой задачи обычно применяется принцип Ферма [15, с. 342] для статиче-
ского гравитационного поля. Принцип Ферма утверждает, что луч света из одной точки про-
странства в другую точку распространяется по такому пути, который проходит за наименьшее 
время. Впервые этот принцип для распространения света в статическом пространстве­времени 
был сформулирован в [16; 17; 14]. В следующем параграфе данной статьи принцип Ферма 
используется для неинерциальной системы отсчета. Сама возможность такой замены обуслов-
лена сильным принципом эквивалентности в ОТО, который проверен с высокой точностью 
[18]. Дальнейшее развитие принципа Ферма связано с его обобщением на нестационарное 
пространство­время [19].

Исходным пунктом во второй задаче, которая решается в п. 5, является условие светопо-
добности интервала ds2 = 0 для света. Вследствие этого искомая формула для времени полета 
фотона к объекту, кроме траектории светового луча, определяется еще и координатной ско-
ростью света в такой системе отсчета. В частности, по этой причине (другие причины пере-
числены в [3]) в общей теории относительности координатная скорость света требует при-
стального внимания. В произвольной неинерциальной системе отсчета такая скорость света 
отлична от 1 [2, формула (11.4)]. Вообще тот факт, что траектория света является криволиней-
ной в случае вращающейся системы отсчета, является очевидным и хорошо экспериментально 
доказанным фактом [20]. Отклонение света от прямолинейного пути также хорошо проверено 
для случая его движения вблизи Солнца [21]. С точки зрения общей теории относительности 
криволинейность траектории света связана с отличием метрического тензора от галилеевых 
значений.

Ответам на остальные поставленные в статье вопросы посвящены четвертый, шестой 
и седьмой параграфы. Они строго следуют из решения первых двух задач.

3. Траектория фотона

Найдем траекторию фотона, вылетевшего из начала равноускоренной системы отсчета. 
Ясно, что эта траектория целиком будет лежать в некоторой плоскости (x, z), где ось z совпада-
ет с направлением собственного ускорения W, а ось x будет перпендикулярна W. В декартовых 
координатах (x, z) и физическом времени начала отсчета t интервал в равноускоренной системе 
отсчета имеет вид [13, формула (8.162)]:

 2 2 2 2 2(1 )= + − −ds Wz dt dx dz . (4)

Нетрудно убедиться, что тензор кривизны, вычисленный по метрическому тензору из (4), 
равен нулю, как это и должно быть; в противном случае преобразования, связывающего лабо-
раторную инерциальную систему отсчета и равноускоренную систему отсчета, не существует. 

Траектория световой частицы определяется из принципа Ферма [15, с. 342, задача 2 к п. 88], 
согласно которому свет движется по такому пути dl, для которого

  .

Здесь подразумевается, что dl2 = dx2 + dz2, а величину g00 необходимо взять из (4):

 g00 = (1 + Wz)2. (5)

Подынтегральное выражение, как известно, является расстоянием вдоль пути в гипербо-
лической геометрии в модели Пуанкаре в верхней полуплоскости [22]. Следовательно, траек-
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тория светового луча в первой модели Пуанкаре является геодезической в пространстве Лоба-
чевского. Чтобы найти эту траекторию в явном виде, перепишем этот принцип в виде

 ,  (6)

где  x dx dz= . Здесь подынтегральное выражение играет роль лагранжиана в принципе на­
именьшего действия классической механики. 
Таким образом, принцип (6) означает, что справедливы уравнения Лагранжа–Эйлера

 ,

где

 .  (7)

Учитывая, что в (7) / 0L x∂ ∂ = , из уравнений Лагранжа–Эйлера имеем

 .

Эту постоянную выберем в виде

  .

Дифференцируя (7), получим, что

 

или решая это уравнение относительно x :

 .  (8)

Физический смысл постоянной ϕ прост. При z = 0 из уравнения (8) мы имеем . 
Таким образом, ϕ является начальным углом отклонения световой частицы от вертикали – на-
правления собственного ускорения. Интегрируя (8) от 0 до z, получим

  . (9)

Отсюда

 , (10)

или возводя в квадрат и упрощая:

 .  (11)

Если в этом уравнении собственное ускорение считать равным нулю (W = 0), то мы полу-
чим траекторию в виде прямой:

 z = x ctg φ,

как и должно быть в инерциальной системе отсчета.
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Из равенства (11) следует точная аналитическая зависимость z(x), т. е. траектория света. 
Умножив уравнение (11) на 2x/W и перенося все члены в левую часть, это равенство можно 
переписать в виде

 .  (12)

Если же решать уравнение (11) относительно z методом последовательных приближений 
и ограничиться поправкой первого порядка по W, то легко получить равенство

 . (13)

4. Направление, в котором посылается радиосигнал.  
Гравитационное преломление

Равенство (11) фиксирует направление распространения радиосигнала. Запишем его в век-
торном виде. Для этой цели введем вспомогательные векторы в направлении собственного 
ускорения e



и в направлении  перпендикулярном ему, но лежащем в плоскости (x, z). Оче-
видны следующие равенства:

 .

Тогда единичный вектор n в направлении первоначального распространения радиосигнала 
равен

 .

Подставляя в это равенство два предыдущих соотношения и используя равенства

 ,

 ,

которые следуют из (11), получим, что

 .  (14)

Очевидно, это уравнение при W = 0 переходит в первое уравнение п. 1.
Вычислим теперь сдвиг γ угловой координаты близко расположенного объекта от его изо-

бражения или угол его гравитационного преломления. Для этого векторно умножим равенство 
(14) на r/r. Если объект расположен вблизи, то можно отбросить в подкоренном выражении 
слагаемое Wr2 как член более высокого порядка по r. Взяв модуль получившегося выражения, 
получим

  .
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Кроме того, угол γ между векторами r/r и n можно считать малым. Для малых углов sin γ = γ, 
следовательно

  .   (15)

5. Время полета световой частицы к объекту

Вычислим сейчас скорость фотона в равноускоренной системе отсчета. Из уравнения 
для светового интервала ds2 = 0 имеем следующее уравнение:

  .  (16)

Это же равенство следует из [2, п. 11, с. 94, формула (11.4)]. С другой стороны, . 
Поэтому, подставляя сюда значение  из (8), получим, что

 .

В свою очередь подставляя это равенство в (16), находим, что 

 .  (17)

Интегрируя (17) от 0 до z, получим

  .  (18)

Заменив в этом уравнении квадратный корень согласно равенству (10) и упростив, полу-
чим следующее выражение:

  . (19а)

Используем в этом равенстве значение ctg 2φ :

 ,

которое следует из (11). Окончательно находим, что

  .  (19)

6. Задержка Шапиро. Уравнение волнового фронта

Раскладывая равенство (19) в ряд по степеням r и оставляя члены не выше второго поряд-
ка, получим, что
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  .

Здесь t – момент попадания световой частицы в объект. На практике же известен момент 
возврата τ световой частицы обратно в радар. Поскольку световая частица возвращается обрат-
но по тому же пути и затрачивает на это столько же времени, то

  = 2r – Wzr.

Если бы система отсчета была инерциальной, то  = 2r. Оказывается, что из­за неинерци-
альности системы отсчета электромагнитные сигналы в направлении собственного ускорения 
(т. е. в положительном направлении оси z) идут быстрее, чем в инерциальной системе отсчета. 
Поэтому задержка Шапиро будет меньше нуля и равна

 , (20)
где r – расстояние до лоцируемого объекта, а z – его координата по соответствующей оси.

Равенство (19) позволяет также определить форму волнового фронта в равноускоренной 
системе отсчета. Из (19) видно, что

  .

Обозначим для простоты правую часть этого равенства как θ. Тогда, находя член с корнем, 
возводя его в квадрат, раскрывая скобки и приводя подобные члены, получим, что

  ,
где

  .

Заменив r2 на x2 + z2, можно привести исходное уравнение к виду

 ,  (21)

где

  .

Подстановка значения θ дает

 ,  (22)

 . (23)

7. Координаты удаленного объекта

Обращая равенство (18), получим формулу для определения координаты z события в рав-
номерно ускоренной системе отсчета:

  .  (24)
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Подставив эту формулу в (9), нетрудно найти координату: x

 

или приводя к одному знаменателю:

  . (25)

Представим теперь формулы (24), (25) в векторном виде. Воспользуемся для этого равен-
ством

  .

Данное векторное равенство можно проверить, проецируя его на оси x и z. Подставив сюда 
(24), (25) получим

  · (26)

В том случае, когда расстояние до объекта малое и Wt  0, то раскладывая (26) в ряд 
и оставляя квадратичные члены, получим

  . (27)

Если бы собственного ускорения системы отсчета, в которой покоится радиолокатор 
не было, то координата объекта в (27) описывалась бы только первым членом. Соответствую-
щая аберрация положения объекта, вызванная собственным ускорением, таким образом, опи-
сывается вторым и третьим членами:

  . (28)

Проверим теперь справедливость уравнения (27). В компонентах оно имеет вид

 ,

 .

Из второго уравнения этой системы выразим t, оставляя только квадратичные члены:

 

и подставим в первое. Оставляя только квадратичные члены, получим еще раз равенство (13).

Обсуждение

Самая удивительная загадка природы заключается в том, что наиболее фундаментальные 
объекты и эффекты в своей основе подчиняются простым математическим закономерностям. 
Движение фотона относительно ускоренной системы отсчета является как раз таким про-
цессом. Например, уравнение (12) означает, что траекторией движения фотона в равномер-
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но ускоренной системе отсчета является очень простая геометрическая фигура: окружность 
с центром в точке  и радиусом . Этот факт хорошо известен из модели 
гиперболической геометрии пространства Лобачевского, в которой геодезическими являются 
полуокружности, лежащие в плоскостях, ортогональных границе полупространства, и центры 
которых лежат на той же границе [23, раздел 4]. В непосредственной же близости от радиоло-
катора траектория света является классической параболической траекторией (13).

Уравнение (14) определяет первоначальное направление движения радиоимпульса n(sinϕ, 
cosϕ) в зависимости от фактического положения объекта r(x, z). Если некий объект покоится 
в ускоренной системе отсчета, то криволинейность траектории фотона в равноускоренной си-
стеме отсчета приводит к тому, что фактическое местоположение этого лоцируемого объекта 
находится не в направлении, в котором он виден, а несколько ниже. С оптической точки зрения 
среда, в которой распространяется фотон, является неоднородной с показателем преломления, 
равным . Другими словами, ускорение системы отсчета является причиной 
гравитационного преломления света. При этом аберрацию, связанную с гравитационным пре-
ломлением покоящегося в гравитационном поле объекта, необходимо отличать от астрономи-
ческой аберрации, которая возникает в инерциальной системе отсчета из­за того, что за время 
распространения света астрономические объекты успевают изменить свое положение. Соглас-
но (15) для близко расположенных объектов угол преломления линейно зависит от координаты 
x. Чем объект дальше в «горизонтальном» направлении, тем угол преломления больше.

Время полета фотона к объекту, даваемое формулой (19), заменяет собой равенство (2). 
Если радиоимпульс распространяется вверх (под острым углом), то задержка Шапиро бу-
дет отрицательной. Фактически радиосигнал в ускоренной системе отсчета будет опережать 
радио сигнал в инерциальной системе отсчета на модуль величины (20). Формула (20) согла-
суется с расчетами, проделанными Петковым в [3], с тем уточнением, что он рассматривал 
движение двух пучков света по вертикали вверх и вниз, и обратно вдоль оси z и их интерферен-
цию в точке пуска. Мы также видим из равенства (16), что координатная скорость света в по-
ложительном направлении оси z больше единицы. Это обстоятельство, однако, также никоим 
образом не содержит парадокса, поскольку постулат о постоянстве скорости света касается его 
физической (местной) скорости, а она в любой точке траектории равна единице [2]. Тот факт, 
что координатная скорость света не совпадает с 1 для случая вращающейся системы отсчета, 
хорошо теоретически и экспериментально доказан [15, формула (89.4); 24].

Уравнение (21) означает, что в равноускоренной системе отсчета волновой фронт от источ-
ника излучения распространяется в виде раздувающейся сферической поверхности, центр ко-
торой поднимается вверх, так что к моменту t он находится на высоте (22), а радиус сферы 
равен (23). При этом скорость подъема центра сферы (равная sh Wt) всегда отстает от скорости 
расширения волнового фронта (равной ch Wt). Уравнение (21) замечательно согласуется с [25, 
формула (47)].

Уравнение (26) позволяет определять в равномерно ускоренной системе отсчета коорди-
наты удаленных тел. Для достаточно близких объектов поправка к его декартовой координате 
по сравнению с инерциальной системой отсчета равна (28).

Заключение

Существующий в настоящее время радиолокационный метод (см. п. 1) справедлив только 
для инерциальной системы отсчета. Однако на практике его считают справедливым и для не­
инерциальных систем. Это предположение действительно хорошо выполняется для малых 
расстояний до объекта. Однако если расстояния достаточно велики, то данная гипотеза оказы-
вается несправедливой. В гравитационных полях свет движется по криволинейной траектории 
и с координатной скоростью не равной 1.
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В данной статье мы обобщаем три формулы радиолокации (1), (2), (3), справедливые 
в инерциальной системе отсчета на равноускоренную систему. В результате строгих расчетов 
было установлено, что метод радиолокации в равномерно ускоренной системе отсчета опреде-
ляется формулами (14), (19) и (26). Кроме этого, получены формулы для угла гравитационного 
преломления, связанного с собственным ускорением радара (15) и времени задержки Шапи-
ро (20). С развитием техники данные эффекты допускают проверку в реальном эксперименте 
в земных условиях, где метрика в неподвижной системе отсчета локально приближенно равна 
метрике плоского пространства­времени в равноускоренной системе отсчета.
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